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Abstrakt

I den hér pro gradu-avhandlingen behandlas teorin for statistisk datainsamling samt
dataanalys. Inom ramen for datainsamling presenteras bade blockade forsoksplaner,
huvudsakligen splitplotplaner, och en familj av gallringsplaner, som kallas definitiva
gallringsplaner.

De olika férscksplanernas statistiska egenskaper studeras, frimst i relation till linjar
regression. Da den bekanta ordindra minstakvadratmetoden inte kan anvindas med
splitplotutférande, sa presenteras den generaliserade minstakvadratmetoden och re-
sidual maximum likelihood fér skattning av kovariansmatrisen. Eftersom residual
maximum likelihood ar betydligt mer arbetsdryg an ordindra minstakvadratmetoden
sa presenteras dven ekvivalent estimeringsdesign for vilken ordindra minstakvadrat-
metoden kan anvindas i stéllet for residual maximum likelihood.
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Kapitel 1

Inledning

Trots att vi idag har tillgang till stora mangder data sa ar data ofta av dalig kvalitet
och behover behandlas innan tolkningar kan goras. I denna avhandling presenteras
hur man bor ga tillviga for att samla in och analysera bra data. Planeringen av pro-
cessen att med minsta tdnkbara anstringning kunna samla in data av bra kvalitet
och sedan kunna dra sa bra slutsatser som maojligt kallas forsoksplanering. I prakti-
ken genomfors forsoksplanering genom att balansera kostnad av datainsamling mot
méangden hogkvalitativ data, med hjilp av teorin for matematisk statistik.

Faraway presenterar i boken Practical Regression and ANOVA using R |3] de grund-
laggande begreppen for linjar regression samt tillimpningar av dem. Myers et al.
presenterar forsdksplanering och hur den kan genomforas i boken Response surface
methodology: process and product optimization using designed experiments [8]. Ma-
tematiken som exempelvis Myers et. al. inte alltid gar in pa i detalj fas ur béckerna
A Course in Mathematical Statistics av Roussas [9] och Variance components av
Searle et al. [10].

Sedan splitplotplaner introducerades i mitten pa 1920-talet, se [8], sa har konceptet
standigt utvecklats. Letsinger, Myers och Lentner [6] introducerade 1996 tva oli-
ka typer av forsoksplaner med slumpningsrestriktioner, som de kallar korsade och
icke korsade, varav korsade fallet dr det som hér kallas splitplotplaner. Anderson
och McLean diskuterar ingaende problemet med restriktionsfel i boken Design of
FEzperiments: A Realistic Approach, se |2, Kap.5]. Vining, Kowalski och Montgome-
ry [11]| presenterar 2005 hur EED-planer ger samma parameterestimat for ordinéra
minstakvadratmetoden och generaliserade minstakvadratmetoden vilket férenklar
analysen avsevirt. Jones och Nachtsheim [4] skriver ar 2009 omfattande om split-
plotplaner och hur dess analys bor goras.
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Ar 2011 infor Jones och Nachtsheim [5] en ny familj av gallringsplaner som de déper
till definitiva gallringsplaner. Xiao, Lin och Bai [12| fordjupar 2012 matematiska
forstaelsen for dessa gallringsplaner genom att visa hur de kan byggas med hjélp av
konferensmatriser. Lin och Yang [7] presenterar 2015 hur splitplotplaner och defini-
tiva gallringsplaner kan kombineras och hur en EED-plan pa sa vis kan utvecklas.
Lin och Yang begriansar sig till fallet med en EED-plan men i denna avhandling
presenteras bade fallet da vi har en EED-plan och fallet da vi inte har det.

I kapitel 2 introduceras den ordindra minstakvadratmetoden samt flerdimensionella
normalférdelningen och nagra av dess egenskaper. I kapitel 3 diskuteras generalisera-
de minstakvadratmetoden samt maximum likelihood metoden och nér generaliserade
minstakvadratmetoden maste anviindas i stéllet for ordinéra minstakvadratmetoden.
Vidare i kapitel 4 diskuteras en relativt ny familj av forsoksplaner for gallring av
faktorer, kallade definitiva gallringsplaner.

I kapitel 5 diskuteras hur man kan inféra olika typer av blocking i sin forsoks-
plan. Bade deterministiska och stokastiska blockeffekter diskuteras. Forst diskuteras
blockindelade forsoksplaner i allménhet varefter en intressant typ av blocking med
stokastiska blockeffekter, kallad splitplotplaner, introduceras. Analysen av splitplot-
planer diskuteras i detalj, for vilket residual maximum likelihood rekommenderas
i litteraturen. Avhandlingen avslutas med ett belysande exempel pa hur man kan
kombinera definitiva gallringsplaner med splitplot och hur analysen av motsvaran-
de forsok bor goras. I bilaga A finns MATLAB-kod med vilken residual maximum
likelihood kan goras i allménhet.



Kapitel 2

Ordinar linjar regression

Nér data &dr insamlat behdvs metoder for att analysera det. En stor del av for-
sOksplaneringen gar ut pa att tinka igenom dataanalysen innan man pabdrjar da-
tainsamlingen. Detta gors ofta genom att anta att det finns ett linjart samband
mellan de insamlade faktorerna och responsen. Genom att sedan minimera kvadra-
tiska felet som uppstar nér linjira sambandet appliceras till data kan skattningar
goras. | detta kapitel kommer ordindra minstakvadratmetoden samt flerdimensionella
normalférdelningen diskuteras.

2.1 Definitioner

Definition 2.1. Férsta ordningens ordinira regressionsmodell dr

Yi = Bo + Bizin + Poxio + - + BrTir + €

k
=B+ > Bimy+e, i=12...n, (2.1)
7=1

dir n ar antalet forsok och p = k + 1 antalet parametrar. I modellen kallas y for
responsen, xy for faktorer, p; for parametrar, parametern [y for interceptet och e
for feltermen. Feltermen e; i forsok nummer i antas vara ¢; ~ N(0,02I) och ¢; ir
oberoende av €; for ¢ # j.
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I matrisform blir modell (2.1), se [8, Kap.2.1]:

y=XpB+e (2.2)
Y1 Iz -0 zig
Déar y = | : | ar responsvektorn, X = |: .. 1 | &r datamatrisen, B =
Yn 1 Tp1 - Tk
Bo €1
: | &r parametervektorn oche = | : | € N,(0,0%I,,) ar felet. Hir gors antagandet
Bk €n

att E(e) = 0, teorem 2.7 nedan diskuterar mer vad detta antagande och felens
fordelning innebér.

Malet med minstakvadratmetoden &r att kunna skatta den okéinda B med bi (2.2) sa
bra som mojligt. Geometriskt sett for n observationer och p parametrar ar y € R”
och B € RP. Den bista skattningen b kan geometriskt ges pa féljande sétt:

P : Residualen i
i n-dimensioner
y \/ & np-dimensioner
Rummet uppspént
av X:s kolonner

Anpassad i p-dimensioner

Figur 2.1: Geometrisk illustration

Parameterskattningen b ~ 3 viljs ddrmed sa att felens kvadratsumma minimeras.

(y — Xb)"(y — Xb). (2.3)

Da detta expanderas fas:

yTy — 26Xy + b" X" Xb.
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Genom att derivera partiellt med avseende pa alla b; och séitta derivatorna lika med
noll fas vad som kallas normalekvationen,

XTXb=X"y.
Om informationsmatrisen X' X &r inverterbar fas slutligen ordindgra minstakvadra-

testimatet, se |3, Kap.2.5]
b= (X"X)"'X"y. (2.4)

Teorem 2.2. Matrisen X' X dr inverterbar om och endast om kolonnerna i X dr
linjdrt oberoende.

Bewvis. Matrisen X X #r kvadratisk sa inverterbar om N(X” X) = {0}. Vidare &r
kolonnerna i X oberoende om och endast om N(X) = {0}. Vi bevisar att X och
X" X har samma nollrum, det vill siga N(X) = N(X'X).

Lat v € N(X) vilket ger Xv = 0. Da géller:

X'Xv=0 = ve N(X'X) = N(X)c NXTX).

Omvint, lat X7 Xv = 0, da giller:

v XTXv=0
— (Xv)'Xv=0
= | Xv |’=0 = Xv=0.

Dirmed fas att v € N(X) och N(X) = N(XTX). O

2.2 Linjar regression

I detta avsnitt presenteras flerdimensionella normalférdelningen och nagra av dess
grundldggande egenskaper. Fér mer bakgrund till flerdimensionella normalférdel-
ningen, se |9, Kap. 18.1].
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2.2.1 Flerdimensionella normalfordelningen

Definition 2.3. Anta att uy,us...,u, ar oberoende standardnormalfordelade sto-
U
. . Uz . "
kastiska variabler och att u = . ar vektorn som byggs upp av dem. Da sigs
Unp

u vara n-dimensionellt standardnormalférdelad det vill siga u ~ N, (0,, I,).

Definition 2.4. En stokastisk variabel € R" séigs vara n-dimensionellt normal-
fordelad med vintevirdesvektorn pu € R™ och kovariansmatrisen 3 € R™" vilket
skrivs & ~ N, (p, X), om x kan skrivas som € = Pu + pu, var u ~ N,(0,,I,) och
¥ =PP".
Fordelningen &r singuldr om X &r en singuldr matris, annars dr fordelningen ic-
kesingular.

Téthetsfunktionen for en stokastisk variabel som &r z ~ N,,(u, X), ges av:
e~ 3@ =" (z—p)

flx) = —, 2.5
() TN (2.5)

forutsatt att X' ar ickesingular.

2.2.2 Viantevirdesriktighet

Definition 2.5. Punktskattningen b € RP av parametervektorn 3 € RP ségs vara
vantevardesriktig om:

E(b)=p for alla 8 € R".

Teorem 2.6. Ordindra minstakvadratestimatet for (2.2) dr vintevdirdesriktigt om

E(e) =0.

Bevis. Lat modellen vara definierad som i (2.2), da fas:
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( )"

(X"X)" 1XT(X[3 +€))
(XTX)'XTXB+ (X"X)'XTe
B+ (XTX)'XTe)

(B) + B(X"X)"'X"e)
+(XTX) ' XTE(e)

2.2.3 Responsens kovarians

I fortsdttningen av detta kapitel antas att felen ¢;, €¢; dr oberoende for i # j.

Teorem 2.7. Firdelningen for y i (2.2) ir y ~ N,(X3,0%I).

Bevis. Lat modell (2.2) vara given. Definition 2.4 ger pastaendet gillande normal-
fordelningen. T definition 2.1 antogs ¢; ~ N(0, 02I) vilket ger att

Bly) = E(XB+¢€) = X3

och

Var(y) =Var(XB+e€) =Var(XB) + Var(e) + 2Cov(X B, €)
=Var(e) = o*I.

Teorem 2.8. Punktskattningen b av parametervektorn 3 har férdelningen

b~ N,(B,c*(XTX)™).
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Bevis. Minstakvadratestimatet for (2.2) ges av (2.4) och definition 2.4 ger pastaen-
det gillande normalférdelning. I teorem 2.6 visades att b dr vintevirdesriktigt sa
det aterstar att visa kovariansen.

med

Var(Ay) = AVar(y)A”

fas

Var(b) = Var(XTX) ' X"y)
— (XTX)"' X Var(y) [(XTX)'XT]"
= (XTX)"'X"Var(y) X(XTX)™!

(XTX) ' XTI X (XTX)™
= I(XTX)'XTX(XTX)™!
=02 (XTX)™!

]

Definition 2.9. En modell sédgs vara BLUE om den &r den basta linjdra vintevdr-
desriktiga punktskattningen, (eng. Best Linear Unbiased Estimator). Har innebér
linjdr att b &r en linjar funktion av y och med béasta linjara punktskattning menas
att b har samma eller mindre kovarians dn alla andra linjara estimat av (3.

Teorem 2.10. Ordindra minstakvadratestimatet b i (2.4) ar BLUE.

Teorem 2.10 kommer senare i teorem 3.6 visas for allménna fallet da ¢; ~ N(0, X)
i stiillet for €; ~ N(0,0%I) som i det ordinira fallet.

2.2.4 Aliasing och ortogonalitet

Anta att vi dr intresserade av att anpassa modellen (2.2) men den korrekta modellen
ar

y=Xp+xoa + € (2.6)
Da vi inte beaktar termen axgaq i var modell sa infors ett systematiskt fel som kan
leda till att parameterestimatet inte langre dr véntevirdesriktigt. Detta fenomen
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kallas for aliasing vilket innebér att man tror att man skattar nagonting men egent-
ligen skattar man nagot annat pa grund av systematiskt fel som inférs av en annan
parameter.

Anta att vi anpassar modell (2.2) fast modellen egentligen &r (2.6). Da kan E(b) pa
samma vis som i teorem 2.6 berdknas till:

E®b) =6+ (X"X) ' X za. (2.7)

Definition 2.11. Matrisen (X7 X) ' X"z, kallas for aliasmatrisen fran oy till B
och betecknas med A.

Dérmed fas att (2.7) kan skrivas som

E(b) = 8+ Aay.

I praktiken kan vi inte paverka den bortlamnade effekten o i definition 2.11 alls.
For att kunna undvika eller minimera aliasing maste didrmed férséksplanen goras
pa ett sadant sdtt som minimerar tdnkbara aliasmatriser A.

Ett bra sétt att gora det pa &r att lata kolonnerna i datamatrisen X vara ortogonala
mot varandra det vill siga matrisen X7 X #r en diagonalmatris. Da X7 X #r en
diagonalmatris innebir att faktorer kan utelimnas utan att aliasing uppstar och
dérmed fas att parameterestimaten ar fria fran aliasing. Detta kallas for en ortogonal
forséksplan.
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Generaliserad linjar regression

I modellen (2.2) gors antagandet att vi har en konstant varians i feltermen ¢; for alla
i=1,...,n. Med andra ord dr Var(¢;) = 0% Det ir dock inte alltid fallet utan det
ar fullt mojligt att feltermens varians varierar vilket kallas for heteroskedasticitet.
Vidare ar det mojligt att feltermens varianser inte dr oberoende, detta kallas for
autokorrelation.

Da strukturen hos X' dr annorlunda sa krivs dven alternativa metoder for analys
vilket kommer att diskuteras i detta kapitel.

3.1 Maximum likelihood

Definition 3.1. Lat R(P) beteckna kolonnrummet foér matrisen P och lat N(P)
beteckna dess nollrum. Matrisen P dr en projektion om P? = P. Projektionen P

projicerar pd underrummet V. C R™ om V = R(P) och projektionen P siigs vara
ortogonal om N(P) L R(P).

Idén med maximum likelihood &r att justera férdelnings parametrar sa, att ett givet
sampel blir det mest sannolika. Enligt (2.5) sa har y ~ N,(X 3, ¥') téthetsfunktio-

nen
e~ 3(y=XB)TE"(y-XB)
fly) = — : (3.1)
Cn) 5]

13
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Malet ar att for givna X och y vélja B och X' s& att L(8, X' |y) = f(y) maximeras.
Maximeringen gors enklast genom att maximera logaritmen av L, hir kallad ¢:

1

1
¢ =log(L) = —Elog(27r) — §l0g 13| — 5

5 (y—XB)"2 ' (y— X0). (3.2)

For att maximera (3.2) sokes sedan nollstéllen till partiella derivatorna med av-
seende pa bade B och X. For att berdkna partiella derivatorna med avseende pa
komponenterna i 8 kan vi forst utveckla uttrycket —3(y — XB3)T's Yy - XB)

| B 1 L1 B
Y Xy + oy TIXB 4 (XB) Xy - (BT X XX )

1 .. B 1 B
= —§yT2 ly+(XB)' Xy - 5(6TXT2 'XP).

Partiella derivatan blir d&, med tva foljande riakneregeler, se [10, Appendix M.7],

a%a:TAx = Ax + ATz,
och 5
a—waa =a
af T v1—1 1 T v1—1 T v—1 T
éﬁ,:%:X b)) y—§[X XXB+ (X" X)"3]
= X'y ly - XTX'Xp. (3.3)

Déa nollstéllena till (3.3) sokes fas vad som kallas mazimum likelihood lGsningarna
till 3
~1 ~-1
X'y y=X"Y Xb. (3.4)

Definition 3.2. Maximum likelihood l6sningen (3.4) kallas f6r mdajliga generalise-
rade minstakvadratskattningen (eng. feasible generalized least squares) av parame-
tervektorn (3:

~—1 ~—1
brars = (XTX X)'XTXE y.
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Exempel 3.3. Anta att var modell ir y ~ N, (X3, 0%I) det vill siga X = oI,

och att vi vill anviinda maximum likelihood for att skatta 3 med b och 0? > 0 med

52

Log-likelihood funktionen (3.2) kan da forenklas, eftersom
log | 3| = log(o*" |I|) = log(c*") = n - log(c”®),

och

> l= (1" = %I,
s 1 1
—5y = X827y - XB) = —5—(y - XB)" (y - XB).

Med dessa kombinerade fas ddrmed att (3.2) kan skrivas som

log(L) = ~Slog(2m) — & - log(o) — 5—(y — XB)"(y — XB).

Malet &r nu att maximera denna med avseende pa bade B3 och o2.

I (3.2) beror endast termen —5i5(y — XB3)T(y — XB) av 3. For att maximera

202

uttrycket bor dirmed denna term minimeras. I denna term ar (y — X3)% (y — X3)
felens kvadratsumma, se (2.3) . Denna vet vi fran (2.4) att minimeras da 8 =
(XTX)"'XTy. Dirmed maximeras log(L) da B8 = (X7 X)' X"y, oberoende av
virdet pa o2 > 0.

Givet definition 3.1 fas att ortogonala projektionsmatrisen pa R(X) ges av:
P=X(X"X)'Xx"
For partiella derivatan av ¢ med avseende pa o fas da att
X(B-b)=XX"X)"'XTe =P,

vilket ger
r=X(B-b)+e=(I—-Pe.

Da kan residualens kvadratsumma utryckas som

r'r =€’ (I - P)"(I - P)e = €' (I — P)e.
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Partiella derivatan av ¢ med avseende pa o blir da

or_ —E%—i‘-rT(I—P)r (3.5)

do o o3

ls

Nollstallet till (3.5) ges av ¢, som uppfyller

n 1 5
st (I-P)r=0
"Nr-p
g L= P)r (3.6)

n

Problemet med maximum likelihood ir att denna skattning av o2 dr inte vintevir-
desriktig, ty

E(0?) = rir, (3.7)

se [10, Kap.6.6].

Teorem 3.4. Mazimum likelihood skattningen 6% av o2 dr aldrig vintevirdesriktig.

Bevis. For att maximum likelihood skattningen 62 ska vara vintevirdesriktig si
skulle i (3.6) krévas att
I-P 1 a

= «— P =—
n n—a n—a

I

Detta innebér att ran(P) = ran(I) som ger att X &r surjektiv och injektiv, alltsa
kvadratisk. Alltsa ar

P=1
= n—a=—-a<=n=0.

Dirmed dr maximum likelihood skattningen 62 av o2 ér aldrig vintevirdesriktig. [

3.2 Generaliserade minstakvadratmetoden

Definition 3.5. Modellen for generaliserade minstakvadratmetoden &ar foljande:

y=X0+e, (3.8)

dér € ~ N,(0, X') och X &r en icke singulér, positivt semidefinit matris.
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Modellen &r for 6vrigt den samma som i (2.2) med skillnaden att feltermernas kova-
riansstruktur dr mera komplicerad. I (2.2) var X' = ¢?I. Vid heteroskedasticitet dr
Y fortfarande en diagonalmatris men diagonalelementen varierar och vid autokor-
relation dr X inte langre en diagonalmatris, se |3, Kap. 5.1].

I definition 3.2 gavs mojliga generaliserade minstakvadratskattningen. For det all-
ménna fallet blir den generaliserade minstakvadratskattningen av parametervektorn

3:
bors = (XTX ' X) ' XT Xy (3.9)

P& samma vis som for (2.4) kan visas att estimatorn bgps dr vintevirdesriktig,
beviset foljer analogt beviset till teorem 2.6.

Teorem 3.6. Generaliserade minstakvadratestimatet bgrs i (3.9) dér BLUE.
Bevis. Pastaendet om att bgrg dr en estimator ar trivialt, fran (3.9) fas att bgrs
ar en linjar estimator och vianteviardesriktighet motiverades redan. Darmed aterstar

att visa att bgpg dr det bésta estimatet med dessa egenskaper. Pa samma vis som i
teorem 2.8 fas att kovariansen for bgrg ar

Var(bgrs) = (XTX1 X)) (3.10)

Lat by vara en alternativ linjar vintevirdesriktig estimator sadan att by = Ey,

och definiera
F=E— (X'">'X)'x"x"

Eftersom by definierades vara vantevirdesriktigt fas

E(by) = E(Ey) = EX = 3,

vilket innebar att EX = I och

FX=EX — (X"2'X)'X"¥'X
—I-I=0.
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Kovariansen for b, kan da skrivas som:
Var(by) = [(XTZ‘ 1X) XTX ' F) - Var(y) - (XT2' X)) XT2 ! + FIT
=[(X X)Xy P XTE ' X)X - BT
= (XTE X'+ FYFT - (XTEIX)NFX) T+ FX(XTEYIX) T
=Var(bgrs) + FXFT.

Eftersom FXFT ir en positiv semidefinit matris fas att Var(by) > Var(bars) i
matrismening. Darmed ar bgrs BLUE. ]

3.3 Residual maximum likelihood (REML)

D4 maximum likelihood skattningen 6% av o2 ir inte vintevirdesriktig behdvs al-

ternativa metoder for att skatta o?. Losningen till detta problem &r att anvinda
residualen i stéllet for responsen for att skatta o?. Detta gors genom att transfor-
mera om responsvektorn y sa att den har vinteviardet noll, oberoende av vad 3 ér.
Det vill sédga vi véljer en matris M for att transformera vektorn y pa foljande vis:

r=My (3.11)

sa att
E(r)=MXpB3=0 forallag.

For att hitta en matris M sadan att M X = 0 anvinds ortogonala projektionsma-
trisen P pa R(X) i R".
Ortogonala projektionsmatrisen pa R(X) ges som tidigare av:

P=X(XT"X)'Xx"

Genom att darmed lata M = I — P fas att:
I-P) X=X-PX=X-X-=0.

Dérmed fas att (3.11) blir »r = (I — P)y = y — Py som ér residualen for y och
r ~ N0, MXM?"). Da blir motsvarigheten till (3.2) for residual likelihood, hir
kallad r/-funktionen,

1 1
rl = —Zlog(2m) — Slog|MEM"| = S (MEM")'r. (3.12)



KAPITEL 3. GENERALISERAD LINJAR REGRESSION 19

Problemet som uppstar ar att M = I — P &r inte full rang,

rang(I — P)=n— (p+1),

och M &r en nxn matris. Detta innebér att fordelningen r ar singuldr vilket betyder
att fordelningen av r dr koncentrerad pa ett n — (p+ 1) underrum av R" vilket leder
till att likelihoodfunktionen blir odefinierad. Losningen till detta problem &r att
ersiatta M med n — (p + 1) linjart oberoende rader av M.

Mnxn =I1-P— Mn—(p+1)><n~

Diirefter anvinds maximum likelihood for # = M y for att estimera X ur residualen:

I IR I e
= ~Slog(2m) — Slog |MEM' | - S (MEM' ) E. (313)

Residual maximum likelihood kommer konkretiseras for splitplotplaner i avsnitt
5.5.3 och exempel 5.9.

3.4 Ekvivalent estimeringsdesign (EED)

Ekvivalenta estimeringsdesigner ar en speciell typ av forsoksplaner var punktskatt-
ning av parametrar ger samma resultat fér ordindra och generaliserade minstakvadrat-
metoden. Detta forenklar analysen mycket eftersom i stéllet for att vara tvungen att
anvanda sig av exempelvis REML, som beskrivet i avsnitt 3.3, sa kan man anvinda
sig av den betydligt enklare ordinira minstakvadratmetoden for att analysera av
splitplotplaner.

Definition 3.7. En forsoksplan dr da EED om det finns en inverterbar matris F',
sadan att:
YX =XF. (3.14)

Teorem 3.8. Ordindra minstakvadratestimatet b ger samma estimat som det ge-
neraliserade minstakvadratestimatet bgrs © en EED-plan och enda kandidaten till

matrisen F ar:
F=(X"X)'X"¥X. (3.15)
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Bevis. Da X och F &r inverterbara fas ur (3.14) att

XF'=x1'X.

Givet (3.9) och (2.4) fas att
bars = (XT2—1X)—1XT2—1y
(XF7X) " (XF )

1

( TXTX) FﬁTXTy
= (X"X)" FTF—TXT
~(x7x)

=b.

Géllande (3.15) har vi, givet (3.14), att

YX=XF — X'"XF=X"¥YX

— F=(X"X)"'X"¥X.

20
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Korollarium 3.9. Om datamatrisen X dar kvadratisk, sa dr forséksplanen EED.

Bevis. Da X ocksa dr injektiv, sa dr X inverterbar och (3.15) forenklas da till

F=X'¥X,

som uppfyller (3.14).



Kapitel 4

Definitiva gallringsplaner

For att fa bra métdata ndr man gor ett experiment lonar det sig att satsa tid pa
att fundera kring vilka faktorinstillningar man bor samla in responsdata pa, vilket
ofta ar en valdigt tidskrdvande och dyr process. Darfor vill man gérna utelimna de
faktorer som inte har en stor effekt pa den respons som man ar intresserad av att
undersoka.

Processen att hitta faktorer som saknar signifikant inverkan pa responsen kallas for
gallring och &r ofta relevant nir man samlar in data. Trots det vill man att ens
insamlade data skall kunna estimera modellen sa bra som mdojligt.

Anta att vi dr intresserade av att anpassa forsta ordningens regressionsmodell, (2.1).
Gallring innebar da att vi vill gallra bort parametrar var g; ~ 0 for i = 1,..., k.
Déarmed far vi en modell som sa bra som mdjligt kan estimera modellen med farre
forsok &n om man korde alla faktorkombinationer.

Ar 2011 introducerade Jones och Nachtsheim en ny familj av gallringsplaner som
ritt bra klarar av att estimera forsta ordningens modeller samt en del interaktions-
termer med fa forsok. Dessa gallringsplaner kallas for definitiva gallringsplaner, (eng.
Definitive Screening Designs eller DSD), se [5].

Den huvudsakliga fordelen med dessa planer ar att de kriver betydligt farre forsok
in exempelvis de traditionella fullstindiga 2* planerna, se 8, Kap.3.4|. For m fak-
torer kriver definitiva gallringsplaner endast 2m + k f6rsok vilket dr betydligt férre
dn fullstindiga 2% planer. Variabeln k& motsvarar hur manga si kallade mittkir-
ningar som gors. Med mittkérning innebér att alla faktorinstéllningar kors i origo.
Mittkérningarna forbattrar matematiska egenskaperna i en férsoksplan eftersom de
upprepade forsoken later en testa om modellen passar data.

21
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Da Jones och Nachtsheim introducerade denna gallringsplan ar 2011 anvinde de
numerisk sokning av sa kallade D-optimala planer for att fa fram dessa gallrings-
planer, se [5|. Sedan dess har Xiao, Lin och Bai introducerat en teoretisk design
med vilken man kan komma fram till samma definitiva gallringsplaner som Jones
och Nachtsheim, se [12]. Xiao, Lin och Bai anvinder sig av konferensmatriser for
att bilda gallringsplanen. Denna strategi har sedan dess blivit standarden da man
bildar definitiva gallringsplaner och kommer dven anvindas i denna avhandling.

Definition 4.1. For m > 2 séigs en m x m matris C vara en konferensmatris om:

C"C = (m — 1) 1,,xm, (4.1)

dir C;; =0,(: = 1,2,...,m) och C;; € {—1,1},(i # j,i,7 = 1,2,...,m). Konfe-
rensmatriser for jémna m finns givet i [12, s.1].

Definition 4.2. En definitiv gallringsplan ér en férsdksplan vars designmatris &r
foljande:
C
D=|-C], (4.2)
0

dir C ar en m x m konferensmatris for m faktorer och 0 &r & x m nollmatrisen,
dar k£ ar antalet mittforsok. En definitiv gallringsplan med n = 2m + k korningar
betecknas med DS.n. For definitionen av definitiva gallringsplaner med hjilp av
konferensmatriser, se [12, s.2]. Designen tar da foljande form:

Par Koérning (i) Faktorer

1 1 0 | £1 +1 o El
2 0O [¥1] F1 |...] Fl

2 3 £1] 0 +1 o El
4 F1| 0 F1 oo F1

3 5 +1 | +1 0 ] El
6 F1 | F1 0 oo F1

m 2m —1 +1 | +1 +1 0
2m F1 | F1 F1 0

Mittkérning | 2m+1 [ 0O [ O [ 0 [...] 0 |

Tabell 4.1: DSD design
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Paren bestar av tva korningar som &r varandras motsatta tecken eller sa dr bada
kérningarna noll. Exempelvis om x; har instdllningen +1 i korning ett sa kommer
x1 ha instéllningen —1 i kérning tva, paren som bildas av dessa tva korningar kallas

for dvervikande par.

Teorem 4.3. En definitiv gallringsplan har ingen aliasing mellan huvudeffekterna

och

1. interceptet,

2. rena kvadrater eller

3. tvafaktor interaktionstermerna.

Vidare har datamatrisen X = [1 D Q} , som svarar mot teoretiska modellen
y =B+ L1+ ...+ B + Bun®s + .o+ BumzZ, + 6,
linjirt oberoende kolonner om k > 1, dir Q@ € R™™ ges av Q;; = 0 och Q,; =

1,7 # 5. Om k =1 mittforsék anvinds, sa dr X kvadratisk och inverterbar.

Bewis. Lat X vara faktorvirden som svarar mot interceptet, X; kolonnen som
svarar mot huvudeffekterna, X, kolonnen som svarar mot de rena kvadratiska ef-
fekterna och X3 kolonnen som svarar mot tva faktor interaktionstermerna, det vill

saga

1m><1
XO = 1m><1 )
1kxl
Crixm
X = |-Ciixnm )
0l€><m
mem
Xo=1(Q,,xm| och
0lc><m
mem(m—l)/Q
X3 = mem(mfl)/Z
Ok xm(m—1)/2
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Q P
Formerna X, = | Q| och X3 = | P| foljer ur definition 4.1 och (4.2). Anta att
0 0

konferensmatrisen C' har kolonnerna c och d och att interaktionen ges av p; = ¢; - d;.
For —C' &r motsvarande kolonner —c och —d och deras interaktion dr —c¢; - (—d;) =

p
¢; - d; = p;. Denna kolonn i X3 har ddrmed strukturen |[p| och det samma géller

0
for varje kolonn i X3.

Pastaendena i teorem 4.3 kan da skrivas som:
1. Matrisen X dr ortogonal mot X.
2. Matrisen X; ar ortogonal mot Xs.
3. Matrisen X; ar ortogonal mot Xs.

Nedan visas det forsta pastaendet, de tva andra foljer analogt:

Cinxm
XgXI = [1£><1 1117;><1 1{><k} X | =Chrixm
Oka
= 1fnxlcmxm - 1szlcmxm + 1{><k X Ogxm
= Okxm

Gallande pastaendet att X ar kvadratisk, sa ar det klart att X, = [1 D Q} =
[Xo X1 Xb] har dimension (2m + k) x (2m + 1), s& X4 &r kvadratisk om och
endast om k£ = 1. Dirmed aterstar att kontrollera att kolonnerna i X, &r linjart
oberoende.

Lat X 4b = 0 och multiplicera fran vinster med X1 . Da fas enligt pastaende 1 och
2 ovan att

bo
0=X1X,=[0 XX, 0] [b
b,

=2CTCb; = (2m —2)b, =0 = b, = 0. (4.3)
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Vidare fas da

0=X_.X,b=(2m+k) b+ (2m —2)1L by, (4.4)
att
bo Q
[Xo XQ] by =0<= Xopbp=— |Q] bs. (45)
0

Da k > 1 fas ur sista raden av (4.5) att by = 0 och

Q
0=[1 -1 0 ... 0] Xphp=—[1 =1 0 ... 0] |Q] b,
b,
déir by = | o
Pa samma vis fas att by = b, etc. sa
b, =17 b, (4.6)

Da ger (4.4) att (2m — 2) - mb, = 0, s& ur m > 2 féljer b, = 0, det vill siga b = 0,
och diarmed ar X, injektiv. O]

Datamatrisen X = [1 D} har linjart oberoende kolonner &dven om k = 0. Ur

X' {ZO} = 0 och (4.3) foljer ndmligen att by = 0 om @ saknas eller &r lika med noll.
1

Forsoksplaner var X &r inverterbar kallas saturerade. Det innebir att de skattar
lika manga parametrar p som det finns forsok n, det vill sdga p = n i (3.7), sa att
residualen har n —p = 0 frihetsgrader. Vidare &r ocksa residualen noll vilket innebar
att modellen passar data perfekt:

b= (X"X)"' X"y =Xy,

ger r =y — Xb = 0. Kvoten i (3.7) blir dirmed J och all variansanalys &r omdjlig
for saturerade forsoksplaner. En grov tumregel dr att man dveranpassar modellen
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till specifika data om p > 7. Anpassning av en forsta ordningens modell med en
DSD-plan har p =m + 1 och n = 2m + k = 2p, sa de ar ytterst ekonomiska.

Trots det anvinds DSD-planer var rena kvadratiska effekter ar inkluderade ratt
ofta i litteraturen. En orsak till detta kan vara att det leder till en EED-plan, som
diskuteras i mera detalj i exempel 5.9 nedan.



Kapitel 5

Ortogonal blocking och
splitplotplaner

Fastin en fullstandigt slumpad férscksplan ar fordelaktigt sa ar det ofta i praktiken
svart eller rentav omojligt att genomfora. Ofta uppstar detta problem nér en variabel
ar valdigt dyr eller tidskridvande att dndra, exempelvis att stéilla in exakt temperatur
pa en smiltugn kan kridva mycket energi och vara tidskrdvande.

Da en fullstindigt slumpad forséksplan inte dr mdjlig sa behdver vi alternativa
planer for att 16sa problemet. En vanlig sadan ar att infora blocking i sin forséksplan.
Blocking innebér att férsok delas in i block enligt nagon gemensam faktor. Sedan
kors forsoken med den gemensamma faktorn konstant inom blocken.

Blocking brukar delas in i tva olika undergrupper, fizerade blockeffekter samt stokas-
tiska blockeffekter. Fixerade blockeffekter innebér att blockeffekten i modellen kan
tolkas som fix, kallas dven determinuistiska blockeffekter. Stokastiska blockeffekter
innebér att blockeffekterna kan tolkas som stokastiska. I detta kapitel kommer bada
att diskuteras.

5.1 Blockindelade forsoksplaner

Da alla faktorer inte nollstélls efter varje forsok sa blir analysen av blockade experi-
ment mer komplicerad &n fullstdndigt randomiserade experiment. I och med att vi
inte nollstéller alla faktorer vid varje forsck sa introduceras en slumpningsrestriktion

27
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for experimentet. Det innebér att d&ven om vi sedan slumpar var kérordning inom
blocken sa kommer vi inte att uppna ett fullstindigt randomiserat experiment.

Detta fenomen kallas ofta for restriktionsfel (eng. restriction error). Da man infor
slumpningsrestriktion i sitt experiment ar det darmed viktigt att ta i beaktande felet
som uppstar vilket goérs genom att liagga till en term. Termen som laggs till &r den
tidigare namnda blockeffekten, denna brukar betecknas med &. Hur blockeffekten
sedan tolkas beror pa vilken typ av tidigare nimnda blockeffekter man jobbar med.

Exempel 5.1. T designen nedan har vi fem variabler som kan anta tre olika virden
och tre olika block, de tva sista korningarna dr mittkérningar.

‘ Block ‘ Korning ‘ 1 ‘ To ‘ T3 ‘ T4 ‘ T ‘

1 1 01111
2 0 (-1[-1|-1]|-1

2 3 1170]1]-1]-1
4 -110 -1 1

3 D 11170} 1]-1
6 -11-110 -1

1 7 11-111]0]1
8 -1 71 (-110 /-1

2 9 11-1]-1]11]20
10 -1 1]-1

3 11 111 ]-1]-1]1
12 -1(-1(1 (1 )-1

1 13 01010 10]0

2 14 010]0101]0

Tabell 5.1: Blockindelad design med tre block

Det hér ar ett exempel pa en definitiv gallringsplan med blockindelning.

Definition 5.2. Lat n vara antalet forsok, p antalet parametrar och B antalet block
och 1at antal férsdk i block nummer b vara ny,.

Lat y; vara observation nummer ¢, i block b(i), ddr 1 < b(i) < B. Instéllningen for
faktor z; vid kérning ¢ ges av x;; dar j = 1,...,m anger blocket.

Forsta ordningens modell blir da:

yi:ﬂo+2ﬁj$ij+(5b(i)+€i, b(i)el,...,B,i=1,...,n. (5.1)

Jj=1
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0 ur denna modell tar i beaktande blockindelningen som vi infért i modellen. Denna
kallas for blockeffekten och kommer att diskuteras mer i detalj. Feltermen ¢; antas
vara €; ~ N(0,0?) samt €; och €; antas vara oberoende for ¢ # j.

Definition 5.3. I matrisform kan (5.1) skrivas som:

y=XB+Z5+e (5.2)

Hér ar y ar n x 1 responsvektorn, X dr n x p datamatrisen.

I modellen &r & en B x 1 vektor som representerar blockeffekten, € = (e1,...,¢€,)7

dr en n x 1 vektor som representerar feltermen och Z ar en n x B indikatormatris
som anger till vilket block forséket hor.

Indikatormatrisen antar virdet ett i det block som férsoket hor till och 6vriga tar
vardet noll. For exempel 5.1 skulle Z se ut sa hér:

— O OO R P OO H+HEFEOO
SO R P OO OO HrHrEFHEOOoOoOo

O R OO OO R PP OOOC O -




KAPITEL 5. ORTOGONAL BLOCKING OCH SPLITPLOTPLANER 30

5.2 Ortogonala block

I ortogonala block forséksplaner modelleras blockeffekten som fiz. Detta innebér att
0 antas ta ett konstant varde i forscken.

Namnet ortogonala férsoksplaner kommer fran att man véljer att modellera sin mo-
dell sa att indikatormatrisen Z ar ortogonal mot de linjdra termernas huvudeffekter.

For (5.2) skulle dérmed:
X"z =o.

For definitionen av ortogonala block, se [8, 8.4.9].

Exempel 5.4. Det tidigare exemplet 5.1 &r nte en ortogonal forsoksplan av forsta
ordningen, eftersom

1 0 1 1 1 1 100
1 0 -1 -1 -1 -1 100
1 1 0 1 -1 -1 010
1 -1 0 -1 1 1 01 0
1 1 1 0 1 -1 00 1
1 -1 -1 0 -1 1 00 1
1 1 -1 1 0 1 100
X=11 1 1 1 0 -1 oM Z2=17 ¢ o|
1 1 -1 -1 1 0 010
1 -1 1 1 -1 0 01 0
1 1 1 -1 -1 1 00 1
1 -1 -1 1 1 -1 00 1
1 0 0 0 0 0 100
1 0 0 0 0 0] 0 1 0
ger i i
X'z = £0.

SO OO OO Ut
O OO OO Ut
O OO OO
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5.3 Splitplotplaner

Splitplotplaner &r ett specialfall av blockindelade forsoksplaner. Den stora skillnaden
fran exempelvis ortogonala block forsoksplaner dr att § tolkas som stokastisk. Detta
gor analysen svarare eftersom blockeffekterna i sig ger en ny varianskélla.

Terminologin i splitplotplaner skiljer sig lite fran vanlig blockindelning. Blocken
kallas for helplotar och férsoken som kors i blocken delas in i delplotar.

Splitplotplaner och dess terminologi har sitt ursprung fran jordbruket var bénder
ville testa olika typer av bevattningssystem for olika typer av siddesslag. Da bevatt-
ningssystemet var ratt svart att dndra till varje aker sa var en fullstdndigt slumpad
forsoksplan inte mojlig. Darmed infordes i stéllet blockindelning pa akrarna, se [8|.

Nedan &r en simpel splitplot design med fyra helplotar var varje har tva delplotar.
Variabeln A &r svar att d&ndra medan B &r den litta att dndra.

A, A, A, A,

i i x :

B. B, B. B.

>Delplotar
B B. B, B. /
Filt 1 Filt 2 Filt 3 Filt 4
\ /
\Helplotar/

Figur 5.1: Simpel splitplot design

4]

Exempel 5.5. Det tidigare exemplet 5.1 kan konstrueras om sa att det blir en
splitplot design. Anta att x; ar svar att dndra som vi dirmed gérna haller konstant
i helplotarna. Denna variabel kommer ddrmed att slumpas for varje helplot varefter
installningen for de Gvriga variablerna slumpas in i varje delplot.
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’HP‘SP‘xl\xQ‘xg‘m‘%‘

LIfoJ1[1]1]1
1200 1]-1]-1
1 [13[0 -1 1]0]1
470 [ 1]-1]-1]1
15/0[0]0]0]0
16/0[0]0]0]0
21| L |1 111
2210111
2 (23] 1111101
24 1 |1 |11
3111111
3 (3210111
331111101
3411|111

Tabell 5.2: Splitplot design med tre helplotar

Da de tva mittkorningarna laggs till i helplot ett, leder det till att denna design inte
ar balanserad. Med en balanserad design innebér att alla helplotar har lika manga
delplotar.

5.3.1 Splitplotmodellen

Definition 5.6. Modellen for splitplotplaner ar stort sett den samma som definition
(5.2). Den viktiga skillnaden &r som sagt att d tolkas som stokastisk.

Lat n vara antalet forsok, p antalet parametrar och B antalet helplotar:

y=XB+Zé +e¢ (5.3)

dir y ar n x 1 responsvektorn, X ar n X p modellvektorn, Z ar en n x B indikator-
matris, & &r B X 1 vektorn som representerar blockeffekten och € = (ey,...,¢,)7 ér
n x 1 som representerar delplotfelen.

Hir antas att € ~ N(0,,0%I,) och § ~ N(0,,0:1,), var I, & n x n identitetsma-
trisen. Dessutom antas att & och € ar sinsemellan oberoende. For definitionen av
splitplotmodellen, se [4].
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Exempel 5.7. Lat modellen vara en forsta ordnings modell som i (5.1). Da blir X
och Z ur (5.3), for exempel 5.1,

10 1 1 1 1 100
1 0 0 1 -1 —1 100
1 0 -1 1 0 1 100
1 0 -1 -1 -1 -1 100
1 0 0 0 0 0 100
1 0 0 0 0 0 100
11 1 1 1 1 01 0
X=11 1 0 1 -1 -1 °h Z2=15 1 g
1 1 -1 1 0 1 010
1 1 -1 -1 -1 -1 010
1 -1 1 1 1 1 00 1
1 -1 0 1 -1 -1 00 1
1 -1 -1 1 0 1 00 1
1 -1 -1 -1 —1 —1] 0 0 1

5.4 Egenskaper hos en splitplotplan

5.4.1 Kostnad for utforande

Da vi pratar om kostnad géillande forséksplaner sa behdver det inte endast handla
om pengar utan dven tid. I fullstindigt randomiserade férs6ksplaner (eng. completely
randomized design (CRD)) kors alla tdnkbara kombinationer av faktorerna, dessa
maste aterstillas pa ett oberoende sitt efter varje korning. Detta leder till nog-
granna parameterskattningar men ar ofta for arbetsdryga for att kunna appliceras i
verkligheten.

Anta att vi har en liknande uppsittning som forr med en variabel som &ar latt
att dndra och en som ar svar att dndra. Lat K vara kostnaden for att stdlla in
den variabel som &r svar att dndra och K, vara kostnaden for att stilla in den
variabel som ar latt att dndra. Lat vidare B beteckna antalet helplotar och D antalet
sammanlagda delplotar.

Kostnaden for en fullstindigt randomiserad forsoksplan kan da uttryckas som:

KFRF - D(Kh + Kd)
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Eftersom vi i splitplotplaner inte kor alla mdéjliga kombinationer utan delar upp
forsdken sa som tidigare beskrivet, kan vi pa samma vis skriva kostnaden for dem
som:

Kspp = BK), + DKj.

Den extra kostnaden som medfdljer fran en fullstdndigt randomiserad forsoksplan i
jamforelse med en splitplotplan blir darmed:

KFRF — Kspp = D(Kh —+ Kd) — (BKh + DKd)
— (D - B)K.

5.5 Analys av splitplotplaner

5.5.1 Responsens kovarians

Teorem 5.8. Lat modellen vara som i (5.3), kovariansen fory dr da X = a,%ZZT—i—
o?I, och X dr en inverterbar matris.

Bevis. Lat var modell vara (5.3):

y=XB+Zd+e

Variansen for y kan da berdknas som:

Var(y) =Var(XB+ Z6 + €)
=Var(XB)+ Var(Zd) + Var(e) + 2Cov(X B, Z6§) + 2Cov(X B, €) + 2Cov(ZJ, €)
=Var(Zd) + Var(e)
=ZVar(8)Z" + oI,
= Zo1,Z" +o°1,
=0 ZZ" + 0*1,.

Eftersom X bestar av en summa mellan en positivt definit matris och en positivt
semidefinit matris sa ar X' sjélv en positiv definit matris och darmed inverterbar.

]
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I teorem 5.8 bevisades att X for splitplot ges av 07 Z Z" +02I,,, dirmed #r det nod-
viandigt att anvinda generaliserade minsta kvadratmetoden som beskrivet i kapitel
3.2.

Problemet som uppstar ar att X' ar okidnd eftersom o och oy, i teorem 5.8 inte &r
kiinda. For att 16sa detta substitueras estimaten 62 och ¢3,%> av o och oy, in i (3.9)
vilket pa samma vis som i definition 3.2 ger den sa kallade mdjliga generaliserade
minstakvadratskattningen av parametervektorn 3:

bFGLS = (XTE_IX)_IXTE_Iy,

dér R
Y =61Z2Z" +5°I,.

For att fa skattningarna ¢, och 62 rekommenderar Jones & Nachtsheim [4] residual
mazimum likelihood (REML). Denna rekommendation baserar sig pa analys som
Letsinger et al. gjorde pa bland annat splitplotplaner i [6].

5.5.2 Maximum likelihood for splitplotplaner

Om vi later modellen for splitplot vara given som i (5.3) sa kan ¢ funktionen som
definierad i (3.2) anvindas:
1

£ = log(L) =~ Slog(2m) — Slog |5~ Sy~ XB' SN~ XB), (1)

dir X = 0?ZZ" + I, se teorem 5.8.

Da formen for X' i splitplot dr kiind kan maximum likelihood l6sningarna hérledas
langre dn vi tidigare visat i kapitel 3. Malet &r didrmed att maximera funktionen
(5.4) vilket gors genom att soka nollstillen till partiella derivatorna med avseende
pa o2 och o2

Maximum likelihood-skattningen fér o7 och o? i splitplot.

For att berikna partiella derivatan av ¢ med avseende pa o7 och o2 behdvs tva
foljande rakneregler for partiell derivata, se [10, Appendix M.7].

0A(z)™! 0A(x)

or - AW AT
2 og | A(2)] = 1r (A(m)‘lag;x>> |
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dér tr(A) star for sparet av matrisen A, se [10, Appendix M.6|. Partiella derivatan
av ¢ med avseende pa o} ges av:

o1 L, 0X | r10% 1,
"5_60,%_ 2tr(2 60%>+2(y Xp)'y 60,32 (y — XB).

Givet att 22 = ZZ7 fas
do
h

ly2 = _%tr(zlzzT) + %(y ~XpB)'X'2Z"57(y - XB).  (55)

O}

For {2 = 2% giiller, da 2% = I,,, att

lyo = —%t’r(Z‘_l) + %(y - XB)'x 2y - Xp). (5.6)

Maximum likelihood 16sningarna till o, och o ges av nollstéllena till (5.5) och (5.6).
Da estimatet for o7 substitueras in fas ML lésningarna for o7

(S 22T = (y— Xb)'S 2278 (y — Xb), (5.7)
och pa samma vis for o

~-1

(S ) = (y— Xb)'S “(y — Xb). (5.8)
Dessa tva uttryck kan goras lite algebraiskt lattare. Givet (3.4) fas att
XTS5 ' Xb= XT3y
— b= (XTY 'X)IXTE 'y
— ¥ (y-Xb)=(F - XX 'X)'X"Z .
Definiera sedan féljande matris

P=x"'_»'X(X"¥'x)'x"x " (5.9)
vilket da vi substituerar in P for P slutligen ger

~—1

Y (y—Xb) = Py.
Da kan (5.7) och (5.8) forenklas till
tr(E ' 227) = y"PZZ"Py och (5.10)

-1

(X ) = yT132y. (5.11)
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5.5.3 REML for splitplotplaner

For att anvinda REML maste responsvektorn y transformeras som beskrivet i av-
snitt 3.3. Lat modellen vara som (5.3):

y=XB+7Zd+e

Vilj en vektor r sadan att i

rly=rT"XpB+r"2Zs

ar

r’XB =0 foralla S3. (5.12)

Da kan REML-ekvationerna hérledas ur (5.10) och (5.11) genom att substituera in
matrisen M som &r beskriven i (3.13). Detta gors genom foljande substitutioner

y — My
X 5>MX =0
Z>MZ
S MEM .

Dessa substitutioner leder till att matrisen P i (5.9) med (5.12) tar formen

~ ~ A~ ~T

P=(MXM )",

dar R
Y =6IZZ" +6°I,. (5.13)
Detta ger de tva motsvarande REML l6sningarna for oy, och o till (5.10) och (5.11)
tr(PMZ(MZ)") = (My)"PMZ(MZ)"PMy
— tr(PMZZ'™M )=y'M PMZZ'M PMy (5.14)
tr (13> = (My)TIA?2My

~D

—y"M P'My. (5.15)

I praktiken sa hittas l6sningarna till (5.14) och (5.15) genom att l6sa det olinjéra
algebraiska ekvationssystemet i o7 och o med hjilp av numeriska metoder, se |10,
Kap.§].
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5.6 Splitplot och DSD

En metod for att anvinda definitiva gallringsplaner inom en splitplot struktur ar den
sa kallade minimala helplotgruperingsmetoden (eng. minimum whole-plot grouping
method). Detta innebar att for B > 2, var B star for antalet helplotar, sa kan
kérningarna sorteras om sa att antalet helplotar blir sa fa som mdjligt. Detta &r
fordelaktigt eftersom det minimerar kostnaden relaterad till att byta instédllningen
for helplotfaktorer, vilket dr den bakomliggande idén till splitplot.

Foljande &r ett exempel var splitplotplaner kombineras med DSD. Responsdata och
designmatrisen ar taget ur [7], men jag kommer presentera bade fallet da vi har en
EED-plan och da vi inte har det.

Exempel 5.9. Nedan ar en DS.17 design med tva helplotsfaktorer och sex delplots-
faktorer, var H; och H, &r helplotsfaktorerna och Sy, Ss, S5, .54, S5, S ar delplots-
faktorerna.

|HP | Hy [ Hy [ Si | Ss | S5 ] Si| S5 ] Se
A1 111 ]o[-1]1

L [-1 a1 ]1a]1]o0]1
T S R O T S R R

2 [-1]o [-1[-1][-1]1[1]1
A1 (o1 [-1]1]-1]1
3|11 [a]o[1[1]-1]-1
AT [1]-1]0o-1]1]-1

4 o1 1111 ][1]1
510700 o[o]lo]oO
6 | 0 [-1|-1][-1]-1]-1]-1]-1
L [-1Jof-1]1]1]1]-1
71 a1t o a1 1]1
L [-11]1]ol1-1]1

g |1 [o |1 [1]1]-1]-1]-1
L[ 1|11 ]-1]0]1]-1

9 [ 1 [ 1 a[-1]1[1]0]1
L[ 1T [T [-1[-T[1T[-1]0

Tabell 5.3: DS.17 design for splitplot

Lat modellen vara som i (5.3), det vill siga

y=XpB+Zé+e
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Lat oss sedan anpassa en fullstindig férsta ordningens modell som dven innehaller
rena kvadratiska effekter,

?/:50‘1‘511’14‘+5m$m+511$%++5mmxfn+€

Datamatrisen definieras som X = [1 D Q} , dar D ar designmatrisen for defi-
nitiva gallringsplaner som beskrivet i definition 4.2 och @ &r de rena kvadratiska
effekterna, som beskrivet i teorem 4.3. Orsaken till valet av denna modell &r att det
leder till en saturerad férsoksplan vilket enligt korollarium 3.9 leder till en EED-plan.

Matrisen Z, som beskriven i definition 5.6, tar formen

—_
—_
—_
]
)
()
@]

(vl el ool oNoll )
[l oo Nel S =R lo)
OO O, OO o oo
SO OO o oo o
SO OO o oo o
SO OO oo oo
S =R OO O o o oo
_ o O OO oo oo
_ o O OO oo oo
— o O O o oo oo

S OO OO o oo
S OO OO o oo
SO DD DD OO OO
S OO OO o O
S OO OO o O
S OO OO o O
SO OO, O oo

Vidare lat responsvektorn y ur Lin och Yang [7] vara given av
yl = [ 55,1 56,4 50,5 50,3 58,0 49,6 55,0 48,8
40,0 42,7 50,7 51,8 41,4 48,2 41,7 42,9 52,1].

Eftersom det dr en EED-plan sa kan ordindra minstakvadratmetoden anviindas som
beskrivet i avsnitt 2.1 for att fa estimat av helplots- och delplotseffekterna.

’ Effekt \ Estimat \ Effekt \ Estimat ‘

Intercept | 48,955
H, -3,305 | H? 4,052
H, 0,019 | H2 0,525
Sy 3,437 S2 | -4525
S, 0275 | S2 | -0,876
Sy 0,508 | S2 1,584
S, 0,004 52 1,435
Ss 0,120 S2 0,158
Se 0,290 S2 | 1,500

Tabell 5.4: OLS-estimat for helplotseffekterna och delplotseffekterna
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Ifall @ stryks ur modellen fas icke lingre en EED-plan. Det hér gor analysen avse-
vart mera omstéindig. Da bor ordinéira minstakvadratmetoden inte lingre anvindas,
utan generaliserade minstakvadratmetoden tillsammans med REML som beskrivet
i avsnitt 5.5.3 bor anviandas.

Med hjilp av en numerisk 16sare i MATLAB kan 63 och 6% 16sas ur (5.14) och (5.15),
for vilket koden hittas i bilaga. Vi far 16sningen

52 = 4,4825

% = 4,1295.

Till f6ljande anvénds dessa estimat i definition 3.2, med X givet av (5.13) for att fa
foljande estimat bgys :

‘ Effekt ‘Estimat‘

Intercept | 49,225
H, -3,305
H, -0,019
S, 3,437
S, 0,275
Ss -0,508
S, 0,004
S 0,120
Se 0,290

Tabell 5.5: GLS-estimat for helplotseffekterna och delplotseffekterna

Vi ser att bortsett fran interceptet sa dr estimaten de samma som i ordinara fallet.
Orsaken till att interceptet inte dr samma ses genom att bilda informationsmatrisen
X'X.
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"

Figur 5.2: Informationsmatrisen X X

2

4

[}

2]

I figur 5.2 ses att det finns aliasing mellan interceptet och de kvadratiska effekterna
vilket forklarar att interceptet inte blir samma for b och bgps. Avslutningsvis ses att
for de kvadratiska effekterna, det vill siga 10 — 17 i bilden, finns det stark aliasing
mellan estimaten. Darmed bor kvadratiska effekterna inte anvdndas som estimat
dven om de var inkluderade i modellen for att bilda en EED-forscksplan.

Detta exempel inspirerade korollarium 3.9 och insikten om att DSD-planen X =
[1 D Q} ar saturerad da k = 1.
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Bilaga A

MATLAB-kod for exempel 5.9.

Nedan hittas MATLAB-koden for exempel 5.9. Koden anvéinder [1| for att bilda
DSD-planer varefter resten dr min egen kod som far anviandas helt fritt, under li-
censen public domain. Forst byggs modellen upp sa att den &r samma som i [7].

LHar bygger vi upp modellen sd att den &r samma
hsom i Lin&Yang
clear variables

m=8 % Antalet kvantitativa variabler
HP=2 7% Antalet helplotar

% DSD-plan, for koden till denna se litteraturfdorteckning
D=dsd(m,0,1);

D=sortrows (D); Jsorterar raderna som splitplot
N=size(D,1) %DS . N

%Andrar om s& att D ser likadan ut som i Lin&Yang
D=D([1 2 3 456 7 10 9 8 13 12 11 14 17 16 15]1,:);
D=D(:,[1 2 57 8 4 3 6]1);

%matar in y-vadrdena

y=[565.073;56.359;50.529;50.349;58.019;49.619;55.049;48.806;
48.955;42.708;50.650;51.752;41.401;48.219;41.676;42.943;
52.0891];

44
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Foljande kod bygger upp matrisen Z och skulle enkelt kunna formuleras om som en
generisk funktion, till exempel Z=byggZ(D,HP).

hbygger upp hur ménga helplotar det finns,

%detta for HP helplotsfaktorer

wp=D(:,1:HP)

wpDiff=diff (wp) %rédknar skillnaden mellan raderna pa wp

hlagar ny kolumn med nollor
wpNewCol=zeros (length(wp) ,1);

hsdtter forsta raden i kolumnen till ett
wpNewCol (1) = 1 ;

hbygger upp vilken WP en kérning hor till
for ii = 2:1length(wpNewCol)

if ~ any(wpDiff (ii-1, :))
wpNewCol (ii ) = wpNewCol(ii - 1) ;
else
wpNewCol(ii) = wpNewCol(ii -1) + 1;
end
end
new_wp = [wp, wpNewCol] Y%sista columnen anger nu vilken HP

4Bygger upp Z
m=max (wpNewCol) % Antalet WP

n=length (wpNewCol)/m % Antalet SP per WP
Z=zeros (m*n,m) ;
for k=1:m*n
Z(k,wpNewCol(k))=1;
end
Z

Till féljande kontrolleras att modellen &r en EED-plan da vi later X = [1 D Q}
varefter ordindra minstakvadratmetoden anvinds for att fa estimat av 3.

%0LS estimaten for exemplet.

hférsta ordningens modell+kvadratiska effekter
X2=[ones(N,1) D D."2]

%“Testar att det &r en EED-plan s& vi kan anvanda OLS
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K=(X2’%X2) "~ (-1)*X2’%x(Z*Z’)*X2
A=X2xK
B=ZxZ’*xX2

%Kér OLS
regress (y, X2)

Slutligen anpassas i stillet modellen var vi exkluderar de kvadratiska effekterna till
data, vilket innebir att vi inte lingre har en EED-plan och REML boér anvindas
tillsammans med generaliserade minstakvadratmetoden for att fa estimat av 3.

% REML

%x(1)=sigma_h
hx(2)=sigma

X=[ones(N,1) D] ¥%forsta ordningens modell
P=X*(X’*xX)~(-1)%*X’

n=gize(P,1)

p=size(X,2) -1

M= eye(n)-P

%Bor nu plocka ut n-(p+1) rader ur M
M_tilde=M(1l:n-p-1,:)

hkovariansmatrisen

Sigma_hatt=0(x) x(1)*Z*xZ’+x(2)*eye(n);

%matrisen P

P_hatt=0(x) (M_tilde*Sigma_hatt(x)*M_tilde’)~(-1)

%Bildar forsta funktionen i ekvationssystemet

A1=0(x) trace(P_hatt(x)*M_tildex*Z*Z’*M_tilde’)
A2=0(x) y’*M_tilde’*P_hatt (x)*M_tilde*Z*Z’... %
M_tilde >*P_hatt (x)*M_tildexy

A3=0(x) Al(x)-A2(x)

%#Bildar andra funktionen i ekvationssystemet
B1=0@(x) trace(P_hatt(x))

B2=0(x) y’*M_tilde’*P_hatt(x) " 2*xM_tildex*y
B3=0@(x) B1(x)-B2(x)
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f=0(x) [A3(x);B3(x)]
varianser=fsolve(f,[1,1])
var_h=varianser (1);
var_s=varianser (2);

f(varianser) % Kollar att det &r en &kta 1ldsning

%bGLS estimaten bGLS=(X’*Sigma_hatt(varianser) ~-1xX)...

~-1%X’*Sigma_hatt (varianser)~-1xy

%Ritar ut informationsmatrisen
info=X’%xX

imagesc (info)

colorbar

C=inv (info)

47

Aven denna REML-kod kan med smé dndringar goras till en fristdende generisk

funktion [bGLS,var_h,var_s]=REML(X,Z,y).
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