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Abstrakt

I den héar pro gradu-avhandlingen presenterar jag tva klassiska interpolationssatser: Riesz-
Thorin och Marcinkiewicz. Riesz-Thorins interpolationssats hor till den komplexa inter-
polationen, medan Marcinkiewicz interpolationssats bara géller i det reella fallet. De hér
tva satserna gor det mojligt att hitta begrédnsningar for normen av operatorer pa LP-rum.
Dérmed kan satserna bland annat anviandas for att bevisa olikheter, och da gérna olik-
heter som &r besvérliga att bevisa pa andra sitt. Jag presenterar nagra exempel pa hur
interpolationsteori bevisar olikheter, och jamfor de olika satserna med varandra. Interpo-
lationen har ocksa nackdelar nar det kommer till att bevisa olikheter, de tas upp i slutet

av avhandlingen.
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Kapitel 1

Inledning

Jag vill inleda med att (fritt ur minnet) citera Mikael Lindstrom: "Visst dr det roligt med
med likheter, men det &r med olikheter som man faktiskt kan gora saker”. I den héar pro
gradu-avhandlingen kommer jag bevisa nagra olikheter med hjélp av interpolationsteori,
ett mycket kraftfullt verktyg. Genom att anvinda de interpolationsmetoder jag kommer
presentera kommer det racka med att undersdka om vissa krav ér uppfyllda i &ndpunkter-
na pa det intressanta intervallet. Om kraven ar uppfyllda gar det dérefter att interpolera,
och konstatera att det som géller i &ndpunkterna ocksa kommer att gélla mellan dem.

Dérmed fas giltighet pa ett helt intervall ur endast tva vérden.

I kapitel 2 introduceras ett antal grundliggande begrepp som ger en bra grund att sta
pa, for att sedan ga vidare till interpolationsteorin i kapitel 3. Dar kommer forst att de-
finieras vad som avses med interpolationsrum, vektorrummen dér interpolationen utfors.
Utan dem gar det inte att interpolera; de dr darmed mycket viktiga. Dérefter dr det
dags for interpolationsmetoderna, bade reella och komplexa. De interpolationssatser som

behandlas &r de av Riesz och Thorin (komplex) och Marcinkiewicz (reell).

I kapitel 4 foljer nagra tillampningar av interpolationsteorin pa olikheter. Interpolations-
teorin kan gora det enklare att bevisa vissa olikheter, och d&ven om det visserligen kravs
en del for att bevisa interpolationsteorin kan resultaten utnyttjas i manga olika sam-
manhang. Avhandlingen avslutas med en sammanfattning av det som kommit fram och

kommentarer om interpolationsteorin och dess tillimpningar.
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Kapitel 2

Grundlaggande definitioner och satser

I detta kapitel tas grundlaggande definitioner och satser som behdvs i senare kapitel upp.
Det finns ocksa flertalet definitioner i de kommande kapitlen, men de hor i huvudsak ihop

med det som foljer direkt efter dem.

2.1 Konvexa funktioner och Fubinis sats

Definition 2.1. En funktion f &r konvex i sin definitionsméngd om det for 0 < ¢ < 1

och for alla x, y i definitionsméngden galler att

F(A =)z +ty) < (1—=1)f(x) +1f(y).

Om olikheten géller at andra hallet &r f konkav. Ett exempel pa en konvex funktion ar
f(z) =e*z eR.

Beviset nedan ar hamtat ur [14].

Sats 2.2. (Fubinis sats). Lat f vara en integrerbar funktion pa rektangeln R = |a, b x [c, d].
b

Anta att integralen [ f(x,y)dx existerar for varje y € [c,d] och dr integrerbar pi detta

a



KAPITEL 2. GRUNDLAGGANDE DEFINITIONER OCH SATSER 6

intervall. Da ar .

ffdA:/ 7f(x,y)dx dy.

R (&

Beuvis. Lat xp=a<x1 <---<xzp=bochy,=c<y <--- <y, =d vara godtyckliga
partitioner av intervallen [a, b] respektive [c,d]. Lat P vara en partition av R i de k- n
rektanglarna R;; = [z;_1,2;] X [yj_1,y;] och sdtt Az, = z; — x1, Ay; = y; — yj—1,
my; = %Eff och M;; = supf Eftersom

ij

mi; < fz,y) < Mij,  (x,y) € Ry

far vi N

Ti_

om y € [y;—1,y;] 1 och med att integralens vérde ligger mellan arean av den minsta och

den storsta rektangeln eller ar lika med nagon av dem. Vi summerar 6ver alla ¢ och far
k b k
Z mi; Az S/ f(z,y)dz SZ M;jAx;
i=1 @ i=1

om y € [yj_1,y;]. Genom att anvénda 6ver- och undersummor en gang till far vi in ocksa

den andra dimensionen. Forst far vi

k Yi b .
<Z mijA.%i) Ay, S/ /f(:c,y)dw dy < <Z Miijl.) Ay,

=1 Yio1 =1

och genom att summera over alla j

n d b

k n k
SN mssny < [ | [ sende | dy <3O Mydwg,

j=11i=1 .\ j=1i=1
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n k
Fér partitionen P &r ) > m;jAz;Ay; en undre grians som vi kan kalla U(f, P). Pa
j=li=1

n k ..
samma sétt ar Y > M;;Ax; Ay, en 6vre grans, som vi kan kalla O(f, P). I och med att
j=li=1
P valdes godtyckligt géller

d b
U(f,P) < / f(e,y)dz | dy < O(f, P)

fér alla partitioner P. I och med att f &r integrerbar pa R vet vi att det endast &r [[,, fdA

som satisfierar

U(f.P) < || faA < O(f. P)
R

for alla partitioner P i och med att gransvirdet for bade den undre och Gvre griansen
da antalet rektanglar partitionen P bestar av gar mot odndligheten ar integralens varde.
Eftersom [, fdA &r unikt &r

d

b
j fdA :/ f(z,y)dz | dy.

R C a

[]

Vi kan byta plats pa x och y i formuleringen av satsen, det vill séga lata antagandet vara
d

“anta att integralen [ f(x,y)dy existerar for varje x € [a,b] och &r integrerbar pa detta
(&

b /d
intervall” och pa samma sétt bevisa att [[, fdA = ( | f(z, y)dy> dx. Det giller alltsa
att !

C

b d

d b
Lj fdA=[ / fapde | dy= [ ([ 50y | de

a C
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2.2 Normer

Definition 2.3. Lat V' vara ett vektorrum och || - || en avbildning fran V' till R som
uppfyller féljande krav:

L. ||z|| > 0 for alla xz € V.
2. |z]| =0 x=0.
3. |z +yl| < |lz|| + ||y|| for alla x, y € V.

4. ||laz|| = |af||z|| for alla x € V, a € R eller a € C.

D& &r || - || en norm och (V, || - ||) ett normerat vektorrum.

Definition 2.4. Lat (V, ||-||) vara ett normerat vektorrum, som dessutom &r fullstandigt,

det vill séga alla Cauchyfoljder i V' konvergerar i V. Da kallas (V, || - ||) ett Banachrum.

2.3 Sigma-algebror och matt

Definitionerna nedan ar hamtade ur [11].

Definition 2.5. Lat X vara en méngd och A en familj delméngder av X. A sdgs vara

en o-algebra (sigma-algebra) i X om den uppfyller foljande krav:

1. 0 e A.

2. Ac A= A=X\Ac A

3. Om A;, i € N, ar en uppriknelig familj méngder i A, sa ar |J A4; € A.
i=1

Definition 2.6. Lat X vara en méngd och A en o-algebrai X. Da ar (X, A) ett métbart

rum och elementen i A métbara méngder.
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Definition 2.7. Lat X vara en méngd och A en o-algebra i X. En avbildning p: A —
[0, 00) dr ett matt om foljande krav dr uppfyllda:

L u(®) =0

2. Om A;, i € N, ar en uppraknelig familj parvis disjunkta méngder i A, sa &ar

H <U Ai) ZZ 1 (Ag) -

Definition 2.8. Lat X vara en méngd, A en o-algebrai X och p: A — [0, 00) ett matt.
Dé kallas trippeln (X, A, p) ett mattrum.

Definition 2.9. Ett Hilbertrum ar ett vektorrum med en inre produkt.

Definition 2.10. Lat V och W vara vektorrum i R (eller C). En operator 7' : V — W
kallas linjir om det for alla u, v € V och a € R (eller C) géller att

T(u+v)=T(u)+T(v)
T(av) = oT(v).

Definition 2.11. Lat 1 < p < oo och (X, A, p) vara ett mattrum med pu(X) < oo. Da

utgor alla métbara funktioner f pa X for vilka
1
10 =151, = | [1f7au ] <o
X

ett vektorrum som kallas ett LP-rum. Om f € LP(X) sa é&r [|-||,, en norm som ocksa &r

fullsténdig.

Definition 2.12. Lat p = oo och (X, A, p) vara ett mattrum. Da utgor alla métbara

funktioner f pa X for vilka det vésentliga supremumet ar andligt, det vill sdga

[fllgee = [Iflloc = ess sup | f| :==inf{a = 0: p({z: [f(z)] > a}) = 0} < o0,

L>°-rummet. Rummet L>°(X) forsett med normen ||| ;- &r ett Banachrum.
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Definition 2.13. For varje £ C R definieras dess yttre Lebesguematt, som betecknas

m*(E), som

m*(F) = inf {Z 0(1y) : {1} drenfoljd av 6ppnaintervall med £ CU Ik} :
k=1 k=1

Definition 2.14. En mingd E C R sigs vara Lebesguemétbar om det for varje delméngd
A av Rgéller att
m*(A) =m*(A()E) +m*(A[ ) E°),

dir E¢ ar E:s komplement.

Definition 2.15. Om E &r en Lebesguemétbar méangd defineras dess Lebesguematt vara

dess yttre Lebesguematt m*(E) och betecknas m(E).

Definition 2.16. Lat f, f,, : X — R vara métbara funktioner pa ett mattrum (X, A, u).

Foéljden f, sdgs konvergera i matt till f om det for varje € > 0 géller att

lim i ({a € X : [ f(2) — fulz)| > e}) = 0.

n—oo

Definition 2.17. Lat (X, A, u) vara ett mattrum. Om en viss egenskap géller i hela X,

forutom i delméngder med mattet noll, sdgs egenskapen gélla nastan Ooverallt.

Sats 2.18. Ldt f,, och f vara som i definition 2.15 och lat f,, konvergera i matt mot f.

Da existerar en delfoljd f,, sadan att f,, konvergerar punktvis mot f ndstan overallt.

Beviset hittas exempelvis pa s. 11 [4].

Sats 2.19. (Fatous lemma.) Lat (X, A, p) vara ett mattrum och Lt rummet av alla mdt-

bara funktioner fran X till [0, 00|. Lat (f,) vara en féljd i L™ och sdtt f(x) = liminf f,, ()
n—oo

da dr

/lim inf f,,dp < lim inf/fndu.
n—oo n—oo
X X

Beviset hittas exempelvis pa s. 50 i [2].
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Sats 2.20. (Dominerade konvergenssatsen.) Lit (X, A, u) vara ett mattrum och (f,)
vara en foljd i L' sddan att a. f, — f ndstan éverallt och b. det existerar en ickenegativ
funktion g € L' sidan att |f, < g| for alla n. Da dr f € L' och [ fdu = lim [ fndu.

Beviset hittas exempelvis pa s. 53 1 [2].

2.4 Olikheter

De olikheter som tas upp har kommer anvindas som hjalpmedel senare. Bevisen till de

tre forsta dr hédmtade ur [10], medan resten har uppgifter om kéllan enskilt.
Sats 2.21. (Youngs olikhet.) Lat a,b > 0, p > 1 och ]—1) + % = 1. Da galler

ab b
ab < — + —.
p q

Bevis. Vi borjar med att skriva om produkten ab:

1 1 1 1
ab = 6lnab — elna+lnb — 6ln(ap)P—Hn(bq)q _ egln(ap)—l—aln(bq).

Eftersom e® ar konvex ar

6% ln(ap)—i-é In(b7) <

] @ b
saab§p+q. O

Sats 2.22. (Hdlders olikhet.) Lat p > 1 och % + % = 1. Da gdller

IFglly < A1, llgll,
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Beuvis. Vi sétter ||’|cﬁ)‘ = a och %ﬁ)‘ = b i Youngs olikhet:
p q

[f @) g@)] _ [f@)I" =)
£l gl = plfl; i qllglly

Vi integrerar bada leden och far

p q
gl 1l

— p q
Il Mgl = 2 UAI,  allgllg
11

p q
=1,

och vi far det dnskade resultatet genom att multiplicera de yttersta leden med || f[[, llg]l,-
[

Sats 2.23. (Minkowskis integralolikhet.) Lat |F(x,y)| vara mdtbar pa (Qq X Qo, u X V).
Omp>1 sadr

p

1
/ / Flo,y)dv| du| < / / Fle,y)Pdy | dv.
QQ Q1

Ql QQ

I och med att beviset bestar av ganska manga steg och olikheten har en véldigt liten
roll i denna avhandling bevisas olikheten inte héar. Beviset kan exempelvis hittas pa s.
148 — 149 1 [5].

Sats 2.24. (Tjebysjovs olikhet.) Lat (X, A, p) vara ett mattrum och f en reellvird matbar
funktion definierad pa X. p dr Lebesguemattet. Lat g vara en reellvird mdtbar funktion

som dr ickenegativ och ickeavtagande i f:s virdemdngd. Da gdller fort > 0

pee X |fx)>1) < Flt) z o(f(@))dp.

Beviset hittas exempelvis pa s. 16 i [12].



Kapitel 3

Interpolation

Genom att extrapolera, det vill séiga att anta att exempelvis ett pastaende ar sant utanfor
ett intervall dér det bevisats vara sant, kan man liatt dra felaktiga slutsatser. Foljande
olikhet tas som exempel: 2" < n'® + 3, n € N. Vi ska undersoka for vilka n olikheten

géller, sa vi provar ett antal varden borjande fran n = 0:

n 2" n'%43
0 3

1 2 4

2 4 1027

3 8 59052

4 16 1048579
5 32 9765628
6 64 60466179

Vi ser att det hogerledet snabbt blir mycket storre &n vansterledet, sa det verkar som
att olikheten skulle kunna gélla for alla n € N. Om vi ddremot studerar forhallandet
mellan tva pa varandra foljande element i talféljiderna a, = 2" och b, = n'® + 3 ser vi

att “2t = 2, sa den fordubblas hela tiden, medan bzzl = (”:33_1;*3 — 1dan — oco. Vi

ser ocksa att tillvixten avtar véldigt snabbt: % = 276,75, men 69074665661229 ~ 6,19. Det ar

darmed valdigt sannolikt att olikheten kommer att sluta galla nar n blir tillrackligt stort.

13
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Mycket riktigt: olikheten géller dnda upp till n = 58, men for n = 59 &r 2" ~ 5,8 - 10'7
och n'® +3~5,1-10'7.

Att interpolera, det vill sdga att anta att nagot &r sant ocksd mellan de punkter man
har information om, kan ocksa ge upphov till felaktigheter. Exempelvis kan en tempe-
raturkurva fa ett valdigt felaktigt utseende om vi har gjort fér fa méatningar och bara
interpolerar mellan vara métvéirden. I det har kapitlet ska vi titta pa metoder dér inter-
polation daremot fungerar ytterst vil. Pa detta sédtt kommer det récka for oss att bevisa
att nagonting géller for nagra viarden for att tack vare interpolationen kunna séga att det

galler for alla virden daremellan.

3.1 Topologier och Hausdorffrum

Bevis och definitioner i kapitel 3.1 och 3.2 &r hdmtade ur [15] och [7].

Definition 3.1. En topologi 7 pa en méangd X bestar av delméngder av X som uppfyller

foljande kriterier:

1. Den tomma méangden () och X tillhor 7.
2. Unionen av ett dndligt eller odndligt antal mangder i 7 tillhor 7.

3. Snittet av ett dndligt antal méngder i 7 tillhor 7.

Definition 3.2. Ett topologiskt rum ar ett par (X, 7) diar X &r en méngd och 7 &r en
topologi. Ett topologiskt vektorrum &r ett vektorrum med en topologi som gor vektorad-

dition och skaldarmultiplikation till kontinuerliga funktioner.

Definition 3.3. Lat (X, 7) vara ett topologiskt rum och f en reell- eller komplex-
vard funktion med X som definitionsméangd. Da kallas det slutna holjet av mangden av
icke-nollstéllen till f, det vill siga {x € X | f(z) # 0}, funktionens stod vilket betecknas
supp(f) efter engelskans "support”.

Definition 3.4. Om supp(f) ar en kompakt delméngd till X sdgs f ha kompakt stod.
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Definition 3.5. Lat (X, 7) vara ett topologiskt vektorrum och z, y € X, x # y. Om
det existerar oppna mangder U,V € 7 : x € U,y € V,UNV = 0, sa ar (X, 7) ett

Hausdorffvektorrum.

Definition 3.6. Lat A och B vara méingder sadana att A C B. Da kallas ¢ : A —

B, 1a(x) = x for alla z € A en inklusionsavbildning.

Definition 3.7. Lat X och Y vara Banachrum. Om det existerar ett Hausdorffvektorrum
Z sadant att X C Z och Y C Z, och inklusionsavbildningarna tx : X — Z, 1x(z) = «
forallax € Aoch vy : X — Z, 1y (y) = y for allay € Y ar kontinuerliga, sa sigs X och Y

vara kompatibla (addition och multiplikation med skaldr ar kontinuerliga avbildningar).

Vi kan nu bilda tva underrum av Z : X NY och X + Y. Vi ska nu titta ndrmare pa de

hér tva rummen.

3.2 Interpolationsrum

Sats 3.8. Lat X och Y wara kompatibla Banachrum och || - ||x samt || - ||y vara normen

1 respektive rum. Da dr vektorrummet X NY ett Banachrum med normen

1]l xry = max{|[z][x, [|lz[ly}

och vektorrummet X +Y ett Banachrum med normen
lzllx+y = inf{|[z]|x + lylly :z2=2+y,z€ X,y e Y}

Bews. Vi ska bevisa att normerna faktiskt &r normer, det vill sdga att de uppfyller kraven
i definition 2.4, samt att X NY och X 4+ Y &r fullstdndiga. Att

12l xry = max{|[z][x, [|lz[ly}

ar en norm ar klart, eftersom || - ||x och || - ||y &r normer och ||z||xny for varje vektor ar

lika med den storre av de hér tva i just den vektorn.
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Att ||z||x+y > 0 for alla z € X +Y ér klart, eftersom
lzllx + llylly = 0+0=0
och darmed

12l x+y = mf{[lz]x + lylly} = 0.

Vi ser ocksa att

lezllxty = la(z + y)llxty = nf{{az]x + aylly} = nf{|alllz]x + |allylly }

= lelinf{[[z]lx +[lylly} = lelllzllx+y

forallaaae Coch z€ X +Y.

Om ||z]|x+y = 0 sa finns det en f6ljd {z,} i X och en foljd {y,} 1 Y sddana att z =
Tp + yn for alla n och lim (||z,||x + ||ynlly) = 0. Ur detta foljer att x,, — 0 i X och
Yo — 01Y dan — og.%oﬁ)ftersom X C Z och Y C Z, och inklusionsavbildningarna
tx 0 X = Zix(z) =xforallaxz € X ochiy : X - Z, 1y(y) =y forallay € Y ar
kontinuerliga giller det ocksa att x,, - 01 Z och y, — 01 Z da n — oco. Diarmed ar det
klart att ||z||x+y =0< 2 =0.

For triangelolikheten skriver vi z som en linjarkombination av vektorerna u, v € X +Y:
z = x +y. Vi kan gora det hér eftersom ett vektorrum &r slutet under addition. Vi kan
ocksa skriva varje vektor i X 4+ Y som en summa av en vektor i X och en vektori Y, sa
vi kan skriva

Uu=1u +us, u € X, us €Y

och

U:U1+U2,U1€X7 vy €Y
vilket {Or 2z innebéar att

z2=2z21+ 29,21 =uU1+v1 €X, 29 =us+ vy €Y.
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Déarmed ar

2| x1y = || (w1 +v1) + (u2 +v2) || x4y = inf{|Jur +v1][x + [Jug + 02|y}

Eftersom || - ||x och || - ||y &r normer sa géller triangelolikheten for dem, sa

lu+ vl x1y

< inf{{jur | x + lorllx + llually + [[o2]ly}

= inf{(flurllx + lJuzlly) + (Jorllx + [Jo2]ly)}

= inf{([lusllx + lJually)} +inf {([Jor]lx + loally)}

121l x4y

= |lullx+y + (||| x4v-

Triangelolikheten géller alltsa, sa alla krav for normen ar uppfyllda.

Nu aterstar det att visa att X NY och X + Y é&r fullstdndiga. For X NY vet vi baserat
pa dess konstruktion att om (a,) -, &r en Cauchyfoljd i X NY &r den det ocksé i X och
Y. Eftersom X och Y ar fullstindiga finns det element ax € X och ay € Y sadana att
lan —ax||x — 0 och ||a, — ay|ly, = 0. Eftersom X och Y':s inklusionsavbildningar till Z
ar kontinuerliga géller det att a, — ax i Z och att a, — ay i Z, och eftersom Z ar ett
Hausdorffrum &r ax = ay. Elementet a = ax = ay liggeri X NY ocha, - ai XNY
sa X NY ar fullstandigt.

o
Ett normerat rum (W, ||-||) dr fullstdndigt om och endast om villkoret > |w,| < oo
n=1

implicerar existensen av ett w € W sadant att lim
n—oo

n
> owg — wH = 0.
k=1

Anta att {z,} &r en foljd i X +Y sadan att

[e's)
> Jzallxsy < oo
n=1

For varje n kan vi hitta z, = z, + y,, dir x,, € X och y, € Y, sa att

1
lzallx + llyally < llznllxey + .
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Da ar Z |z]|y < oo och Z lylly < oo. Eftersom X och Y ér fullstandiga existerar
Vektorer x € XochyeY sadana att

lim Z T —x|| =
n—00 s ¥
och
i |35 -
k=1 Y
Eftersom
sz—z = (xr +ur) — (z+y)
k=1 X+Y k=1 X+Y
k=1 k=1 X4Y
Nsmas)| - (zyk—y)
k=1 X+Y k=1 X+Y
k=1 X k=1 Y
ar
lim Z 2 — 2 =0
n—00 = iy
sa X + Yir fullstdndigt och satsen ar bevisad. O]

Definition 3.9. Lat X och Y vara kompatibla Banachrum och W vara ett Banachrum.
Om
XNYcwcX+Y

med kontinuerliga inklusioner kallas W ett mellanliggande rum mellan X och Y.
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Definition 3.10. Ett mellanliggande rum W mellan X och Y kallas for ett interpola-
tionsrum om varje linjar avbildning pa X + Y som ar begransad fran X till X och fran
Y till Y ocksa ar begransad fran W till W.

3.3 Komplex interpolation

Interpolationsteorin delas upp i tva huvudsakliga delar: reell och komplex interpolation.
Bevisen ér hamtade ur [6], [3] och [16].

Definition 3.11. (Analytisk funktion.) En komplexvéird funktion f &r analytisk i punk-

ten zp om derivatan

existerar i nagon omgivning av punkten z.

Vi ska nu visa Phragmén-Lindelof-principen, som vi kommer att behéva lite senare,
genom ett exempel. Edvard Phragmén (1863 — 1937) var svensk, medan Ernst Lindel6f
(1870 —1946) var finlandssvensk och verksam vid Helsingfors universitet. Enligt principen
ar en funktion som &r analytisk i nagon vagrét eller lodrdt remsa och ar begridnsad av

nagon konstant K pa remsans randpunkter ocksa begrénsad av K i remsans inre punkter.

Sats 3.12. Lat f vara en funktion som dar analytisk © den vagrdta remsan

{ <Imz < }
:__ — .

Om
|f<2)| S ecoshCRez’
dir < betyder “mindre dn eller ungefdr lika med”, for nagot C € [0, 1) och |f(z)| <14

remsans randpunkter, sa dr |f(z)| <1 ocksa i remsans inre punkter.

Bewvis. Fixera D si att C' < D < 1 och fixera € > 0. Funktionen

f(2)

fﬁ(z) - e€coshDz
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ar begransad av 1 pa remsans rand, eftersom e“*"PRez > 1 Dirmed ér f. begrinsad av

1 pa randen av rektangeln

RKez{z:—gSIngg,—KegRengg}.

Enligt maximumprincipen (som séiger att om den slutna méngden S = S U S, dir 0S

dr S:s rand, #r begrinsad och f(z) ér kontinuerlig i S s antas max|f(z)| pa 95) ir f.
z€S

begransad av 1 i hela rektangeln. Vi har alltsa

f(z)

6ecosth

= [f(2)] <1

det vill sdga

|f(Z)| S |€ecosth| — 6ecoshDRez

for alla z i remsan och om vi later € ga mot 0 far vi

< 1 ecoshDRe z — 0:
J()] < lime 0 =1

sé | f(z)] <1 galler i remsans inre punkter. O

Sats 3.13. (Hadamards trelinjesats.) Lit S = {z € C: 0 < Rez <1}, S={2€ C:0< Rez < 1}
och f: S — C vara en funktion som dr begrinsad och kontinuerlig i S och analytisk i S.

Om
| f(yi)| < My

och
|f(L+yi)| < M
for alla y € R, sa dr
|F(6 + yi)| < My~ "M

for alla 6 € (0, 1) och y € R.
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Bevis. Lat € > 0 och A € R. Satt

fe(z) — 66Z2+)\Zf(2>.

Vi skriver z = x 4 yi, da ar

fe(z) _ f€($ + yz) _ ee(ac—i—yi)2—i-/\(:z:-Q—yi)f(aj + yz)
— e(Ex275y2+)\m)+(26xy+/\y)if(x + yZ)

— efey2 661‘2 ez\xe26xyie)\yif(x 4 y'l)

= ¢~V M (cos(2exy) + isin(2exy)) (cos(Ay) + isin(\y)) f(z + yi).

Vi vet att f(z + yi), sinus- och cosinustermerna och e e?* #r begrinsade i S, samt
. —ey? °
att lim e =0, sa
y—+o0

lim f(z) = lim f(z) =

y—+oo Imz—+o00

Vi betraktar nu absolutbeloppet av f. med de argument vi har i antagandet: yi och 14 ys.
Vi far att

[fe(yi)| = |e W02 £ (i)
= e ||| £ (yi)]
< |f(yi)|
< M,

och

[fe(1 +yi)| = |etToT 2D £(1 4y

_ | e(1—y?)+ 2 (2ey+2y) zf( + yz)|

= |e || eV £(1 + i)
le“l]eX| £ (1 + yi)
= e f(1 4 yi)|

IN
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S €E+>\M1.

Enligt Phragmén-Lindelof-principen ar f. begridnsad i hela S av samma tal som dess

randpunkter dr begrédnsade av, det vill sdga
| fe(2)| < max (Mo, e™M) .

Déarmed far vi
’€EZ2+)\Zf(z>’ = ‘fE(Z)‘ < max (MO’ 66+)\M1)

sa
lf(2)] < |6_622_>‘Z| max (MO, e€+’\M1)

eller, med z = 6 + yi,

£ +yi)| < e CHD A0 max (Mo, M)
_ |€76(92,y2)7)\97(y+269y)7:‘ max (MO, €6+/\M1)
_ |€—e(92_y2)||€—>\0||6—(y+269y)i| max (Mm €E+)\M1)
= e O ") =M pax (MO, 65+’\M1)

_ 6—6(92—y2) max (B_MM(), ee+(1—9))\M1> ‘
Det hér galler for alla 6 och y. Later vi € ga mot 0 far vi
|£(0 + yi)| < max (e MMy, eV ) .

Maximet ar som minst da
e MMy = 'O

Vi vill 16sa ut e* ur ekvationen, sa vi dividerar bada leden med e M, och far

My  e=0%
70 — AN 6/\7

M1 e~
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sé vi sétter et = % och far
1
, Mo\ ! Mo\ [ My\~?
|f(9 +?ﬂ)| < max ((ﬁ) Mo, (M[l)) (ﬁ?) Ml)
A

- (ar)

YT
for alla @ € (0, 1) och y € R. O

Lemma 3.14. Om f € L? och 1 < p < oo dr

If1l, = sup |(f, h)l

1Al =1

dar (f, h) = [ fhdp, %—I—I% =1 och h dr en enkel funktion (en funktion som endast antar
U

ett andligt antal vdarden) med kompakt stid.

Bevis. Lat g € L” och ||g||,, = 1. D& ar

1, 9)] = / Fadu

U
< /|fg|du
U

1
Holder » ! p/
X / 1P du / gl du
U U

= 171, lgll,,
=[£I, -

1

Pl
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Dérmed dr sup [(f, g)| <[|f], . Lat
lgll=1

e—targ f(z

)"

1
Hin

da ar
emtarg @) | £(

1P
z)|”

Y

Inly = [
U

—1
17115

|p—1‘p’

_ [leor st
1”

1
v e

1 o
:W/\f(x)\”(p Ydp
e

1 P
- W / f(@)

17115

”pr
—1

och

dp

/|f )| | f(z |“u
[Fd

= W/ | f ()]

Hpr et 11l

= [I£1l,-

dp

iare 1(0) | ()
h d
f / AT

24
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Eftersom h € L och [[h]l, = 1 & |[fll, = (f, h) < sup [(f, 9)], s& sup [(f, g)| =

Il =1 gl =1
Hpr- Vi vill nu visa att sup [(f, h)] = sup [(f, ¢)| d& h &r en enkel funktion med
Ihll=1 lgll,i=1
kompakt stod. Eftersom h € LP for alla sadana h dr sup |(f, h)| < sup [{f, g)|. For
1Al =1 lgll,r =1

att visa olikheten i den andra riktningen, lat € > 0. D& existerar en funktion g, € L

sadan att [|gol|,, = 1 och
€
sup [(f, )| < [{f, g0}l + 3

gl =1
Eftersom gy € L? existerar en enkel funktion hg med kompakt stod sadan att

€
lg0 = holl,y < S
72|l +1

Déarmed ar

s (9] < [KF o)l + 5

= I{f, 9o+ ho — o)l + 5
= [(f, 90 — ho) + ([, ho>‘+§

(£ 90 = hodl + (£, ho)l + 5

IN

— | [ 90— ho) | + 108 ) +
U

Holder €
< £, llgo = holl,y +1{f, o) + 5

€
< 1711, llg0 = holl, + Sup [{f, ml+ 5

€
< |fll, =————=+ sup [{f, h)|+ =
| ””QHprJr1 Hhup/=1‘< 4
€
= sup [(f, )|+ —+5
Ihl=1 2+
€ €
< sup |<f,h>\+§+§
1Al =1
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= sup [{f, h)[ +e

[[Allr=1

sa sup |(f, g)| < sup [{f, h)| och eftersom olikheten géller i bada riktningarna har

lgll=1 Il =1
vi fatt sup [(f, h)[ = sup [(f, ) och [|f]|, = sup |(f, h)l. O
Ihll =1 gl =1 Il =1

Definition 3.15. Vi betecknar indikatorfunktionen xg, det vill sdga

1, ze€eFk

xe(x) = 0, x§ZE.

3.3.1 Riesz—Thorins interpolationssats

Vi ska nu bevisa en klassisk komplex interpolationsmetod, Riesz—Thorins interpolations-
sats. Marcel Riesz (1886 — 1969) var ungrare, men verksam i Sverige, och Olof Thorin
(1912 — 2004) var hans student.

Sats 3.16. Lat 1 < pg, p1, qo, ¢1 < 00, po # p1 och anta att

M,
T2 Lpy(U,dp) = Lo (V,dv) dvs. T flg < Mol| fp,

och

M
T: Ly, (U,dp) = Lo, (V,dv) dvs. [T fllg < M| f]lp,-

Da gdller
M
T: Ly(U,dp) = Ly(Vidv) dves. [|[Tflg < M|\ fll,

ddrMSMol_er,izlp;oequ% ochézlq_—oe %,OSHSL

Bewis. Vi delar upp beviset i tva fall.

Fall 1. 1 Sp07 P1, 9o, q1 < OO
Lat f € LP med || f||, = 1. Vi ska visa att ||Tf], < My~"M{. Enligt lemma
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3.14 récker det att visa att [ (T'f) gdv < M&_eMlg for nagon enkel funktion g
1%
med dndligt stdd och [|g|[,, = 1. Vi delar upp detta fall i tva delfall:

Falli.  f ar en enkel funktion med kompakt stod.

Lat f :Z CL]']_AJ. och g :Z b]f]_B]C dar ai,bi S C, 1Xi ar indikator-
=1 k=1
funktionen samt (A;) och (B;) ar familjer av disjunkta delméngder av

U (de &r inte nodvéndigtvis disjunkta fran varandra) dér p (A4;) < oo

och v (By) < oo for alla j, k. Lat

1—=2 z
alz) = —
() Do b1
och .
—z z
B(z) = =
() q0 q1

Vi sétter, for 0 < Rez <1
a(z) 3
f(t) = [ f ()o@ e*rel )

och

samt
Flz) = / (T1.) gudv.

Vi ska nu visa att F'(z) &r analytisk pad 0 < Rez < 1.

F(z)= [ (Tf.)g.dv
Z
1-B(z)

= [7 (108 e 0) (o) B ooy

|4

- (z) iarga; - 1-6(z) iarg by
= T E |aj| =@ e 8% 4 E |b| T=5@ e 1p, | dv
v j=1 k=1
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n m
a(z) . 1-8(z) .
= / (E |aj|=® e’arg“jT(lAj)> (E |bye| T=F® e’arg”lek) dv
k=1

v NIl

n m
a(z) 1-8(z) .
:ZZ ‘aj|W ‘bk| T=4(0) 6z(argaj+argbk)/T (]‘Aj) 1Bde~

j=1k=1 v

Dérmed ar F(z) en linjarkombination av exponentialfunktioner och &r
darmed analytisk Gverallt. Eftersom }ei(arg ajtarg bk)| = 1 ar den ocksa
begrinsad pa 0 < Rez < 1.

Vi ska nu visa att |F(is)| < My och |F(1+is)| < M, for alla s € R.
Vi borjar med den forsta olikheten, dar vi anvénder beteckningen ¢’
for det tal for vilket det géller att % + i =1

F(is)] = / (T fi0) grud

\%4
S |(szs) gzsl dV
[

1

Holder . © q
S frnamar) | [lgdta
1% 1%

= ||Tf7,8||q0 Hg7‘8||q6
< Mol fislg llgisll -

S

Vi kan berékna || fis||,, och [|gis||, :

Ppo

dp

a(is) .
Iy = [ |18 eimesto

U
a(is) | PO .
:/ |f(t)]W |ezargf(t)‘l70 d,u
U
a(is) | PO
— [ s " au
U
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Vi forenklar integranden:

( )

Ik

= I

a(zs)

= |fOP"e =

och

10, 0

Ppo P

p1+(po—p1)is
_ Pop1
= Re — 1
p

_ Re (ppl + (po — p1)15)

. 1—1is s
e lis) o < T a)

PoP1
_ P
PoP1
_r
Po
a . a(is) O‘(
st poRe 28 = po2 = p vilket ger [|£(1)]% | = [f()PR 50 =

|f(#)|Poch darmed

Ppo

dp

I fulls = / M0k
- / FO dy
U

= 171

=1

déir den sista likheten foljer ur antagandet || f||, = 1. For [|g;s|| a far

vi

1-B(is) . q’
ng‘sHZg = / ‘|g(t)| =50 etasa®)| " gy
v
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!
/ "g ﬁ(gg)) % ‘ei arg g(t) “Ié dv

v

B(ZS)
/ ‘!g 5O

v

)

dv.

Vi forenklar igen integranden och far
—5Gs) |90

/
"= [lgey e T gy

= lg(t) " =0

1—p(is) |4
[lg(I ™

och

L=Blis) _p (L%
0 1-2_¢

q0 q1

q0q1—q1+(q1—qo)is
_ qoq1
= Re 1
q

q0q1—q1+(q1—qo)is
— Re Q(C);l >
, _ _ .
Re (q (9001 — @1 + (@1 610)@8))
qoq1

_ 4 (00 — @)
qoq1

q (qo—1)
q0

eftersom % + & = 1 och motsvarande for gy och ¢j. Ddrmed é&r

1 — f(is) q
'Re _ 4y
PET=Re) g "
och )
1 B(is) |90 1— 5(15)

)|g ()

30
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sa
/ 1-B(is) |96
ol = [ |16 =55 a
Vv
= [191" av
|4
~ gl
= 1.
Darmed ar

[F(is)] < Mo || fisll,, 19is]l 4
= MO . 1 M 1
= M.

Vi gar nu over till att visa att |F(1 +is)| < M;:

F(1+is)| = / (T frass) grasdy
1%

< [0 gl v
14

1 1
) ! a4
Holder

< /’Tf1+is‘q1 dv /‘glJris‘ql dv
v
= T fr+isll g, 19145l

< M| firislly, lgrsisll -

Vi berdknar igen de tva normerna:

p1

dp

a(l+is)

| fivislpn Z/‘|f(t)| a0)
U
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dar vi gjort samma steg som tidigare. Vi forenklar integranden:

a(l+is) Re iIm a(l+is)
11| = [ ) e
= |fe) PR
och
1— 1 —is 1+zs
1
Re + zs - ( 1 i )
" _|_ -~
Do
(po+(po pl)zs)
pop1
_ ( po + (po — p1)is )
PoP1
p0p1
_Pr
b1
sa

dp

1 1+is)
el = [ 171"
U

:/mmmﬂﬁw
U

= [ 1P au
U

~ [1r0r d
U

= 171
= 1.
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For ||g1+is||q,1 far vi

B(1+1is)
lgnssll = / lgto) 75

dy

och vi forenklar integranden:

1—8(1+is)

g (&) =7

Re - 15%(1;39) |g(t)|“m 1-5(0)

_ ’|
= Jg(p) im0

och
) 1-1—is _ l+is
RelmBtis) o f1- 15— )
_ _1-0_ 0
1-5(0) - -G
| — ll—is _ ltis
— Re :[10_ l q1 )
q
go(q1—1)+(g1—qo)is
— Re Q(ill >
q/
~ Re (q/CIo(Q1 — 1)+ (1 — QO)iS)
qoq1
_ (a1
qoq1
— /Q1 - 1
q1
q/
¢
sa

(1+1.5)
lonssll s = / loto) 55" a

/ Jg(6)|4Re T

1-p(1+is) |91

33
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= llglly
= 1.

Darmed ar

[F(1+is)| < My || fraisllp, [1914isll
= M.

Det géller alltsa att |F'(is)| < Mg och |F(1 4+ is)| < M, for alla s € R.

Enligt Hadamards trelinjesats r dirmed sup |F/(6 4 is)| < Mi—"M?.
seR

Vi sitter M = sup |F (6 + is)|. Eftersom
seR

a(6) .
folt) = | F(p] 6 om0

= f(t)
och
1-3(0) .
go(t) = |g(t)[ =5 @89
= [g(t)| e’ *&9)
= g(t)
ar
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~ [ ) ga

sa

/ (Tf) gdv| = |F(8)

< sup |F(0 + is)|
seR

< MM
I kombination med lemma 3.14 far vi alltsd att

ITflly = sup [T'f, g)|

lgllgr=1

= sup / (Tf) gdv

gl =1
K 1%

< sup |F(0 +is)|
seR

< My M7

vilket var det vi ville visa.

Fallii. f € LP for alla p som uppfyller Il) = 1p_—00 + p%.
Lat (f,) vara en fljd av enkla funktioner sadana att |f,| < |f| for
alla n och f, — f punktvis. Lat £ = {z| |f(z)| > 1}, ¢ = fx&,
Jn = fuxe, h = f—goch h, = f,— g, dir yg ar indikatorfunktionen.

Vi kan anta att py < p;. Vi far

lgllhe = / g™ dp
U

_/‘f’po Xedi
U

< / |fIP xedp
U



KAPITEL 3. INTERPOLATION 36

< Z 117 dp

= 71

< 0

och
A = / = fral” du
U
- / F(1L = xm) P dp
U
— / Frpel du
U
I/Iflpl Xecdp
U

< / |fI’ Xgedp
U

< Z|f|”du

= [I713

< 00

dir EC ar E:s komplement, si g € LP° och h € LP*. Enligt dominerade
konvergenssatsen géller [|f,[[, — [[f][, och, eftersom |g,| < [g] och

|fon| < TR, M gnllp, = [lgll,, samt [[Anll, = {|A]],, - Eftersom

1Tgn —Tyll,, = IT(gn — 9)ll,,
< Mollgn = gll,,,

och

I Thn = Thllg, = T (hn = )|

q1
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Fall 2.

< My |[hn = A

P

giller |T'g, — Tgll,, — 0och [|[Th, — Thl|, — 0. Eftersom Tjebysjovs
olikhet ger

||Tgn - Tg”gg

€40

p(x| |Tg, —Tg| >€) < —0

och o
1T gn —Tyll%
e

(x| |Thy, —Th| >¢€) < — 0

for alla e > 0 géller det att T'g,, — T'g och T'h,, — T'h i matt. Darmed
existerar, enligt sats 2.18, delféljder T'g,, och Th,, till T'g, respektive
Th,, sadana att T'g,, — T'g nastan overallt och T'h,, — Th nastan
overallt. Darmed géller det att

Tf,=Tgy,+Th, = Tg+ Th =T f nastan 6verallt

och déarmed, enligt Fatous lemma och det vi tidigare visat for enkla
funktioner
ITfll, < limin | T,
< liminf My~ MY || full,
n—oo

Nagot /nagra av pg, p1, qo, q1 4r oo.

Eftersom vi kraver att pg # p; kan vi anta att py < p;. Darmed kan inte py = oo.
Vi vill anvanda samma bevis som i fall 1, med byte av norm pa vissa stéllen.
Vi betraktar forst delfall 1 da go = oo. Med Holders olikhet far vi

[F(is)| < T fisll oo [l gisl,

eftersom ¢y = oo medfor ¢, = 1. Som tidigare (nu med 1 istéllet for ¢j) far vi

IT fislloo lgislly < Mol fisll, [1gislly
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och i och med att vi fortfarande har det godtyckliga py och att berdkningarna vi

gjort for [|gis||,, ocksa giller for gy = 1 har vi || fis||,, = [lgisll; =1 och ddrmed
|F(is)] < M,

som tidigare. Vi kan konstatera att fallet ¢; = oo &r analogt, vi far ¢; = 1 och
p1 = p1, sa allt blir som tidigare. Vi gar ddarmed over till fallet p; = co. Da far

V1
|F<]_ + ZS)| S Ml ||f1+755”oo ||gl+is||q’1

som tidigare, och vi vet att ||g1iss| ¢ = 1. Dérmed éaterstar det att undersoka

vardet av || fi4isl| o

||f1+is||oo = €SS sup |f1+is|
é Suplfl—i—is’

a(l+is) .
— sup [|f(6)] = o0

a(l+is)

= sup [|F(H)] @

a(l+is) ‘pl a(l+4is) ‘

I fall 1 kom vi fram till att ‘| FOI | = [F(1), det vill siga ‘| F(6)] @
|£(£)]7 och med p; = oo &r |£(£)] = |f(t)]° =1, s& || fisss]l. < 1 och dirmed
|F(1+41is)] < M. Delfall 1 i fall 1 &r alltsa sant ocksd om nagot/nagra av

Po, P1, 90, q1 ar oo.

Vi gar over till delfall 2. Igen kan inte pyg = oo, sa vi undersoker fallet p; = oc.

Da far vi

12, = 1Pl
= ess sup |h|
= ess sup | [ — fxel
= ess sup | fxpc|

= ess sup (| f] xzc)
< ess sup | f|
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= [Ifll

< 00

medan resten av beviset dr som tidigare. Dérmed aterstar det att undersocka
vad som hénder da qq eller ¢; ar co. Vi ser i beviset att det ar i samband med
konvergens i matt som det har en betydelse om ¢g och/eller ¢; &r odndliga.
Vi vet att [|T'g, —Tg|l,, — 0 och [|[Th, —Th|[,, — 0, som i det héir fallet &r
|Tg, — Ty, = 0 och ||Th, —Th||,, — 0 eller ess sup|Tg, —Tg| — 0 och
ess sup |Th, —Th| — 0. Darmed géller det att om ||T'g, —Tg|| . < € sa ar
|Tg, —Tg| < € néstan overallt, s& pu (x| |Tg, —Tg| > €) = 0 (och analogt for
|Th,, — Th|| ). Dérmed géller det att T'g,, — T'g och Th,, — Th i matt ocksa
i detta fall och beviset kan slutforas pa samma sitt som tidigare.

Déarmed har vi visat att satsen géller ocksa da nagot/nagra av pg, p1, qo, 1 4r

oo och beviset ar klart.

3.4 Reell interpolation

Vi gar nu over till den reella interpolationen. Beviset av Marcinkiewicz interpolationssats

och uppbyggnaden till det ar hamtat ur [16].

Definition 3.17. Lat f vara métbara funktioner pa mattrummet (X, A, p). Funktionen
A (0,00) = [0, 00],

Ar(y) = p({z: [ f(2)] > y})
kallas f:s fordelningsfunktion.

Definition 3.18. Om f ar en métbar funktion pa X och 0 < p < oo och vi sétter

], = (SUP ypAf(y)) 0<p<oo

y>0

1l p =09
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definieras det svaga LP-rummet som méngden av alla f € (X, A, p) for vilka det géller
att [f], < oo.

Definition 3.19. En avbildning 7': U — V dar U och V' &r vektorrum kallas sublinjér
om den uppfyller féljande krav:

1. |T(af)| = |a||Tf] for alla a € R
2. |T(f+ 9| <|Tfl+ 1Tl

Definition 3.20. Lat T" vara en avbildning fran vektorrummet V' av métbara funktioner
pa (X, A, p) till rummet av alla métbara funktioner pa (Y, B, v). En sublinjar avbildning
T &r av stark typ (p,q), dér p,q € [1, oo], om LP(u) C V, T avbildar LP(u) pa L(v) och

det existerar en konstant ¢ > 0 sadan att

ITfllq < el £l

for alla f € LP(p).

Definition 3.21. En linjér avbildning 7" ar av svag typ (p, q), dir p € [1, o0, ¢ € [1, 00),
om LP(u) CV, T avbildar LP(u) till svaga LP och det existerar en konstant ¢ > 0 sadan
att

[Tf], < cllfllp

for alla f € LP(p).

o0

Lemma 3.22. Om f € L1 < p < o0 si ir A(y) < YE 4 > 0 och |fI = p [
0
PN g (1) dt.

Bevis. Vi har
1z = / @) du
U

> / @) di
{zeU:|f(z)|>y}
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> / yrdu

{zeU:|f(z)|>y}

=y” dp
{w€U:[f(2) >y}

=y'n({z €U :[f(z)] >y})

=y"Ar(y)

och genom att dividera de yttersta leden med y? far vi A\s(y) < WIE Tt nu A =
{(z,s) : [f(2)]" > s}, da &r

LA = 1f ()" dp
/

|f ()P

[ ]

(!
= / 1a(x, s)dsdu
U x[0,00)

Fubind / 1a(x, s)duds

U x[0,00)

o0

:/uHxGUﬂﬂ@P>SD®-

0

Vi substituerar s = 7, vilket ger ds = ptP~!'dt medan integrationsgrianserna forblir de-

samma, sa

[e o] o0

/uqxeUﬂﬂ@w>ﬂwm:/queUwﬂmw>ﬂpm%wt

0 0
oo

—p [ nla e U @) > the

0
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Ap(t)tP~tdt

I
§S

I
i

@\8 o\g

I\ (t)dt

vilket var det vi ville bevisa. O

Lemma 3.23. Om f € LP,1 <p< o0 sd dr

o0

17 di= st [ 70y
{z:| f(z) >y} y

och
y

17 du= <At [ (0
{z:|f(z)|<y} 0

Bewvis. Lat igen A = {(x,s) : |f(x)[" > s}, da far vi

|f ()P
/ |fIP dp = / / dsdy
{z:|f(z)|>y} {z:lf(@)|>y} O
()P
/ /dsdu—l— / / dsdp
{a:|f(@)[>y} O {z:|f(@)[>y} w7
/ dp + / 14(x, s)dsdu
{z:|f (@) >y} Ux[yP,00)
" (s 1)) > )+ [ LG, s)duds
Ux[yP,00)

[e.9]

o / (x| f@)P > s}) ds

yp
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Vi utfor samma substitution som i lemma 3.22. Nu leder den ocksa till en férdndring i

den nedre integreringsgriansen, eftersom s = t¥ innebér att t = y da s = yP. Déarmed é&r

o0 o0

A )+ / i ({1 f@)P > s})ds = PAs () + / u ({1 f@)P > o)) prrtae
) o [ (0

Vi gar over till det andra pastaendet:

frdu= [1rdn= [ \rrda

{a:|f(2)|<y} 4 {z:] f(@) >y}
lemma 3.22 och forstapastaendet D / s 1/\f dt o p/\f( ) D / tp_l/\f (t)dt
0 Y

)
Z—ypAf(y)er/tp_l)\f(t)dt-
0

3.4.1 Marcinkiewicz interpolationssats

Vi ar nu klara med férberedelserna fér att kunna bevisa Marcinkiewicz interpolations-
sats. Jozef Marcinkiewicz (1910 — 1940) var fran Polen och en av manga polacker som
tillfangatogs av Sovjetunionen under andra vérldskriget. Han var en av de tusentals pols-
ka militarer som avréattades i Katyn ar 1940. Interpolationssatsen publicerades aret innan

Marcinkiewicz dod.

Sats 3.24. Anta attT : M(U, ) = M(V,v), dir M(U, ) dar méangden av alla p-mdtbara
funktioner pa vektorrummet U och motsvarande for M(V,v), dr en sublinjir operator av
svag typ (po,po) och (p1,p1), dir 1 < py < p1 < 0o. Da ar T av stark typ (p,p) for alla
p € (po,p1)-
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Bevis. Anta att p; # co. Lat f € LP samt

gy(x) =

0, |f(@)] >y
och

0, f(@)] <y

hy(x) =

f(@), |f(x)|>y

Eftersom
ol = |l d
U
= ypl/ %" dp
)
U
p
S yPI/ & d//l/
Yy
U
< [ 10 du
U

< X0

och

Il = [ 1l d
U

Po
=y / dp
U
< [t

U
<y [ 11 du
U

hy

p

dp

44
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giller det att g, € LP* och h, € L. Enligt hur g, och h, definierats géller f(z) =
gy(x) + hy(z) och i och med att T &r sublinjér ar

T f ()] = [T (9y(x) + hy(2))]
< [Tgy(x)| + |Thy(x)] -

Anta att x € U och |T'f(x)| > y. Da ér |T'g,(z)|+|Thy(x)| > y, det vill sidga |T'g,(z)| > §
cller |Thy(z)| > % sé {z: |Tf(z)] >y} C {x:|[Tgy(x)] > %} U{z:|Thy(z)| > %} och
darmed ar Arf(y) < Aryg, ( ) + Arh, ( ) Eftersom T ar av svag typ (p1,p1) existerar en

konstant ¢ > 0 sadan att

[Tgy]pl <c ||9y||p1

r1
(sup 70, ) / 9" d
z>0

sup P Az, (2) < o1 / 9l dy

z>0

dir ¢ = . I och med att (%)pl Aryg, (%) < sup 2P Apy(z) géller (%)pl Aryg, (g) <

z>0

p p
e[ 1g|” dp, det vill séga Apg, (%) < ¢ <§> 1 [ gl dp = <§) ! f |fIP* dp. Ef-
U U » {z:|f(z)|<y}
0
tersom T &r av svag typ (po,po) fas analogt Arp, (£) < <§> |fIP° dp. Vi
{z:|f()[>y}

far
o0

lemma 3.22 _
|7 2 / g (y)dy

0
(o]

<o [ (i (2) 2 (2)

0
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[e.o] o0

p/yp‘lkcrgy (%) dy+p/yp‘1AThy (%) dy

0 0
e 2 P1
<p / Yl (;) / |fI" dudy +p
0
/ |fIP* dudy + 2P°cop

{z:| £ (z)|<y}
o0 p—l
_ v / y
ypl
0 {z:] f(2)|<y}

00 Yy

lemma 3.23 2p161p/yp—p1—1 —Ap(y)y™ _|_p1/tp1—1>\f(t)dt dy

0
oo

+2%eop / g A () +po tpO p(t)dt | dy
0

pe1 2 po .
yoel |7 dudy
{w:lf (@) >y}

v o
o |1 dpdy

{z:|f (@) >y}

0\8 0\8

00 Yy

:—2p161p/ p—p1— )\f( ) pldy+2plclp/ p—p1— 1 /tm 1)‘f dtdy

0
o9 o) ]

—|—2p002p/ypp°1)\f(y)yp°dy+2p062p/ P—Po— 1p0/tp° 1>\ dtdy

0 y
o0 Yy [e'e)

< Wi pp / gl / 1IN () dtdy + 2P0 cop / v A (y)dy

0 0 0
00 00

+ 27 coppyg / yProt / oI\, (t)dtdy

0 y

:2plclpp1 // yP—Pl—ltpl—l)\f(t)dydt+217002Hf||§+2poc2pp0 // yp_po_ltpo_lAf(t)dydt

o] [ee] t
= 27¢y || fII}, + 2" c1pp 1IN (1) / yP P dydt + 2P0 coppy / oI (1) / yP P dydt
t 0 0

1
= 2"cy || fII;, + 2" c1ppr 1IN (2) <_p ; tp_pl) dt
-

1
P —Do

o~~—8 o~—3

o0

+2p002pp0/tp°_1/\f(t)
0

tp—po dt

= 2Pcy || fII7 + 2plclpp1 — / tTIN(t)dt + 2p°czpp0p
0

/#’ IA4(
Do
0
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1

= 2Py || fIIP + 2P cip FIE + 2Pocyp, flE
2 /I, 1 1p1_p|| [ 2 Ie— 1715

=3 ||fI; +ecallfIl; +esIfI

= co [|fIl;-

Vi kom alltsa fram till att || T f[|? < cq || f|}, ddr cg &r en positiv konstant. Darmed &r T

av stark typ (p,p) for alla p € (po,p1).
Vi ska dnnu undersoka fallet p; = oco. Lat f € LP. Vi sétter

flo), @) <
Lsgn(f(z)) |f(z)] > 5L

gy(x) =

och

hy(x) = f(z) = gy(2)

dér ¢; ar en positiv konstant sadan att ||Tf|| . < 1| fl, och sgn(f(z)) &r signumfunk-

tionen,
L, f(x)>0
sgn(f(z)) =<0, f(z)=0
-1, f(x) <0
Eftersom [lg, |, = /]l < oo eller [lgll,, = [[sem(r@)]| <[] =2 <o

giller det att g, € L*>. Eftersom hy(x) = 0 eller |h,(z)| = ‘f(a:) — %sgn(f(x))‘ <
|f(z)] + 3% och f € LP giller det att h, € L™. Dessutom giller det att |g,| < 3L,
eftersom om |f(x)| < 5% sa ér |g,(z)] = |f(x)] och om |f(z)] > 5% sa &r |g,(z)] =

2c1 2c1

%sgn(f(m))‘ = ‘%‘ Det hér innebér att

Ae(t), t< L
)\gy(t> = f( ) 21 .
0, t> L
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Enligt hur h, definierats géller f(x) = g,(x) + hy(x) och i och med att T" &r sublinjar ar

T ()] = IT (gy() + hy(2))|
< [Tgy ()] + [Thy ()]

Eftersom T &r av svag typ (0o,00) existerar en konstant ¢; > 0 sadan att [T'g,] <

c1 gyl det vill siga ||Tg,|l, < c1llgyll,.- Eftersom ||g,||, = ess sup|g,| < sup|g,| <

sup o = oL dr [[Tgyll, < allgyll, < c155 = 4. Dérmed dr Ary, (%) = 0. Anta att

2c1

x € U och |Tf(x)] >y. Da &r |Tg,(x)| + |Thy(x )| >y, det vill sdga [Tg,(z)| > 4 eller
IThy(z)| > ¥ sé {z: |Tf(z)] >y} C{z:|Tgy(z)| > L}u{a: |Thy(z) > %} och dirmed
ar Arp(y) < Arg, (%) + Arn, (%) = 04 App, (g) Arh (2) Eftersom T ar av svag typ

2
Do, o) fas precis som ovan Ay, (%) < ¢ (2 ’ fIP° dp. Med det har far vi
e Y i@
x| f(x)| >y

[e. 9]

lemma 3.22 _
|7 2 / s () dy

0
00

<0 [ o (2) 3 ()t

0
00

=p/yp‘1AThy (%) dy

0
enligt ovan

< e fIlF + 2p062p0p

il

= cs |1, + cal£1I;
= s || £1l;-

Vi kom alltsa fram till att |7 f[|> < c5 || f|}, ddr c5 &r en positiv konstant. Darmed &r T
av stark typ (p,p) for alla p € (pg, ).

Vi har ddarmed bevisat Marcinkiewicz interpolationssats for alla 1 < py < p; < . O
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Tillampningar

Vi ska nu se pa nagra tillaimpningar av interpolationsteorin. Vi bevisar Hausdorff-Youngs

olikhet och Youngs faltningsolikhet med Riesz-Thorins interpolationssats.

4.1 Hausdorff-Youngs olikhet

Beviset dr hamtat ur [6], med viss bearbetning.

Sats 4.1. Lat F vara fouriertransformen

Fi(x) = / F(y)e e dy

Rn

dir x = (x1,...,2,), Yy = (Y1, --,Yn) och (z,y) = x1y1 + ... + TyYn. Om 1 < p < 2 och
sta=1ar

IEfllg < I,

Bewvis. T och med att vi vill anvinda Riesz-Thorins interpolationssats behéver vi hitta
1 < po, p1 <2, po#p1och 1< qo, i < oo for vilka det géller att [|[Ff|lg, < Mol|f]lp,
och [[F'fllg, < My fllp,-

49
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Vi borjar med

I1Ffllo = sup [Ff(z)|

z€R"

z€R"

= sup / Fly)e =0 dy
RI’]

< sup / £ (y)e 9| dy

z€R" N
R

= sup / |f ()] e | dy
J

z€R"

zeR"

~ [ 11wy

= [Iflly -

= sup /If(y)ldy
I

Vi har alltsa, med hjélp av triangelolikheten for integraler, visat att || Ff||_ < ||f]l;, det
vill sdga F': L1 — L, ar begriansad av en konstant My < 1 och vi har py = 1, ¢o = 0.

Det andra paret &r p; = ¢; = 2, och i det hér fallet far vi likhet: ||F f||, = || f|l,. Vi ska
nu bevisa detta pastaende, som fatt ett eget namn (bevis ur [§]):

Sats 4.2. (Plancherels sats.) Lat antagandena vara desamma som i foregiende sats och
dértill att F~1 dr inversen av fouriertransformationen, det vill siga F7'F f(z) = f(x).

Da dr ||Fflly = || f]l,-

Bewvis. Vi far

[f@F i@ = [ | [ e =ay | do

Rll RI]



KAPITEL 4. TILLAMPNINGAR o1

_ / ) / fa)e™ @ | dy

_ / FW)F(y)dy,

dér integreringsordningen kan bytas om enligt Fubinis sats. Om vi nu later z beteckna

det komplexa konjugatet till z far vi

dar det sista steget kommer ur likheten ovan. Vi vet att 2z = |,z]2

, sa vi kan skriva om
den erhallna likheten:

/ f (@) F(@)de = / Fi(y)FF{)dy

R 17 da = / F ) dy

Rn

17115 = IE A1
171l = I 1l -

]

tionssats ger att ||[F'f|, < | f[, for i = 1 och % = L2 det vill séiga for 1 < p < 2,

2 < g < o0 och % + % = 1 vilket &r Hausdorff-Youngs olikhet. O

Vi har ddrmed visat att ||Ff|lec < ||f|lx och ||Ff|l2 = || f]]2, s& Riesz-Thorins interpola-
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4.2 Youngs faltningsolikhet

Beviset till olikheten dr hdmtat ur [6], [9] och [1].

Sats 4.3. Lat T wvara faltningsoperatorn

Tf(x) = / k(e — y)fy)dy = k» f(2),

Rn
dir k € Ly(R"),1 < g <oo. Dd dr

1k F@@)l, < [1Ell, 111,

ddrlgpgq’,q’:q%loch%: + = —1.

D =
Q=

Bewvis. Vi borjar med

Tf(z)] = / Kz — ) f(y)dy

Rn

< / k(z — )/ ()] dy

Rn

Holder q ! 7
X /|k<:v —y)ldy /|f(y)| dy
Rl’]

]Rn

= [1&llg 11l -

Eftersom x &r godtyckligt i olikheten ovan och ||T'f|| = sup |T'f(x)| far vi att [|Tf|| <
zeR”
&I, I f1l,/» det vill sdga T': Ly — Lo dr begréinsad av en konstant ||k, dir ¢’ = _4,
1

. . 1 o
det vill sdga cto = 1.
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Fér att fa det andra paret undersoker vi [|T'f]|

I77], = / Kz — ) (y)dy

/ |k(x — y)|dy | dx
Mmkowskl
/ / |k(x — y)|7dx | dy

VAN
%\

Q=

- / / k(z— )" |f ()" de | dy
= [ 1w [k =y ) ay
R® R"

1
q

=/|f<y>| /|k:<x—y>|qu dy
- / F@I 1K, dy
— k1, / @)l dy

= (&l 1/ 1l -

Dérmed ér 7' : Ly — L, ocksi begriinsad av konstanten [[k|| . Vi kan anviinda Riesz-
Thorins interpolationssats: vi har My = M; = |[|k[[,, s& M < MiOMY? = MM =
M, = ||k:Hq7 och po = 1,p1 = ¢',r0 = ¢q,71 = 00 (i och med att ¢ anvinds pa ett annat

sitt hér erséitter r ¢ i Riesz-Thorins interpolationssats). Déarmed far vi ]l? = % + % och
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% = %—k%, det vill sdga % = 1—9—1—% och % = %. Genom att 16sa den andra ekvationen

med avseende pa 6 och efter substitution losa den forsta ekvationen med avseende pa %
farvii=14+1_1 BEftersom:=1—3 farvit=141—-L 1 detvillsigat=2~1—-21
r p q q q r p q r p q

Eftersom % >0 ar % — ? > 0 ar p < ¢ och olikheten ar bevisad. O
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Avslutning

Vi har nu tittat pa tva klassiska interpolationsmetoder: interpolationssatserna av Riesz-
Thorin och Marcinkiewicz. Naturligtvis &r det har bara ett litet skrap pa ytan av interpo-
lationsteorin, bade vad géller metoder och tillimpningar. Syftet med denna avhandling
ar att fa en inblick i grunderna for interpolationsprincipen. Under skrivandets gang har
jag efter hand mer och mer bérjat inse dels hur interpolationen gar till i dessa metoder,
dels har jag sett det vackra i den. Det ar fascinerande hur det récker med att kraven
ar uppfyllda for nagra viarden for att med interpolationsteorin kunna vara séiker pa att
det géller for alla virden déremellan. Det kénns logiskt att nagon form av interpola-
tion borde existera, samtidigt har vi sett att det ar en hel del detaljer i bevisen till de

interpolationsmetoder vi bevisat sa det ar langt ifran trivialt.

Med det sagt &r interpolationsteorin inte alltid den bésta nér det géller att fa fram skar-
pa konstanter for olikheter, det vill sdga att det M som interpolationsteorin ger inte
nédvindigtvis dr detsamma som det minsta talet K for vilket ||7f[|, < K[| f]], géller.
Exempelvis ér det hér fallet bade for Hausdorff-Youngs olikhet och Youngs faltningso-

likhet. For Hausdorff-Youngs olikhet &r den bésta konstanten, bevisad av Ivan Babenko

1
och William Beckner, A7, dir A, = P2 Beckner #r ocksa den som funnit den skarpa
qd
1
konstanten for Youngs faltningsolikhet. Den &r (A,A,A.)" [|k|,, dir Ay = /=% och

s s

s' = 25 [9]. Om vi jamfér de konstanter vi far ur de tva olika interpolationssatserna &r

95
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de som Riesz-Thorin ger battre, medan Marcinkiewicz konstanter blir mycket stora nira
andpunkterna. Marcinkiewicz interpolationssats har &nda den fordelen att den gar att
tillampa péa sublinjar operatorer, medan Riesz-Thorin kréver linjara operatorer. Ocksa i
fraga om vilka rum de fungerar pa ar spektret storre fér Marcinkiewicz dn Riesz-Thorin,
sa det finns alltsa fordelar och nackdelar med bada tva om de jamfors med varandra [13].
Darmed kan ingen av dem sdgas vara battre &n den andra, vilken som ar lampligast att

anvanda maste avgoras fran fall till fall.
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