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Tuomas Virtanen

Abstrakt

Linjara system anvinds for matematiska modeller inom manga olika omra-
den, bland annat reglerteknik. Avhandlingen behandlar teori f6r MIMO-system
(eng. Multiple Input Multiple Output), det vill siga modeller som bestar av
tillstandsvariabler, en styrsignal bestaende av flera inputvariabler och en métsig-
nal som ger information om flera av systemets tillstandsvariabler. D& systemet
dessutom paverkas av storningar, méitsignalen paverkas av métfel och endast nag-
ra av tillstandsvariablerna kan métas dr systemet stokastiskt. Huvudsyftet med
avhandlingen &r att se pa hur man kan reglera ett stokastiskt MIMO-system
optimalt med avseende pa att minimera en kvadratisk kostnadsfunktional. Det-
ta dr det sa kallade LQG-problemet (eng. Linear Quadratic Gaussian) som &r
ett tvadelat problem. Eftersom systemet ar stokastiskt maste systemets tillstand
estimeras och sedan maste en styrsignal bestimmas sa att kostnaden minime-
ras. Metoden for estimeringen av tillstandet &r ett Kalmanfilter och i denna av-
handling delas filtret upp i tva delar, Kalmanprediktorn och Kalmankorrektorn.
Minimeringen av kostnaden kan gdras separat och sedan kan skattningen given
av prediktorn eller korrektorn anvindas for att berdkna den optimala reglersig-
nalen for systemet. Avhandlingen belyser med ett exempel pa reglering av tva
kopplade elndtverk att reglering med anvindning av skattningen som ges av pre-
diktorn fungerar och bor anvindas dven da métsignalen saknas en lingre tid. For

exemplet har ett simuleringsprogram skrivits i MATLAB.
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KAPITEL 1. INLEDNING Tuomas Virtanen

Kapitel 1
Inledning

Ett system av linjira differentialekvationer anvinds for att bland annat beskriva
biologiska, fysikaliska eller finansiella modeller. Inom reglerteori studeras system
som har styrbara variabler, exempelvis acceleration, samt en métsignal som ger
nagon information om systemets olika tillstand, exempelvis hastighet och posi-
tion. Da systemets tillstand dessutom paverkas av storningar och métsignalen
innehaller métfel, kan systemet modelleras som ett stokastiskt system. Ett ex-
empel pa ett sadant system &r satellitnavigering, dar GPS-mottagaren berdknar
sin position utgaende fran mitsignaler fran flera satelliter. Aterkoppling &r ett
centralt begrepp inom reglerteori och med detta avses att métsignalen anvinds
for att reglera systemet.

Det linjarkvadratiska gaussiska reglerproblemet (LQG-problemet) &ar ett
vélstuderat och fundamentalt stokastiskt reglerproblem dér modellen &r linjar,
kostnadsfunktionalen ar kvadratisk, storningarna samt maétfelen ar additivt
gaussiskt vitt brus och problemet dr att hitta en reglersignal som minimerar
kostnadsfunktionalen. Detta problem &r tvadelat, a ena sidan har vi det
linjarkvadratiska estimeringsproblemet (LQE) att skatta systemets tillstand, a
andra sidan har vi det linjarkvadratiska reglerproblemet (LQR) att konstruera
sjalva regulatorn som reglerar systemet optimalt. Det visar sig att dessa tva
problem kan I6sas oberoende av varandra och 16sningen pa estimeringsproblemet
i diskret tid ges av det sa kallade Kalmanfiltret, utvecklat huvudsakligen av den
ungerskfodda amerikanska matematikern Rudolf Kalman pa 1960-talet.

Avhandlingens uppligg ar att i kapitel 2 ge en kort introduktion till lin-

jar systemteori av deterministiska system. I denna avhandling anvidnds en sa
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kallad tillstandsmodell for linjara system som introduceras i introduktionskapit-
let. Tillstandsmodellen bygger pa differentialekvationer som beskriver systemet.
Ddifferentialekvationen for tillstandsvektorn 16ses i introduktionskapitlet. Denna
l6sning samplas, vilket betyder att systemet i kontinuerlig tid overfors till ett
diskretiserat system. Styrbarhet, observerbarhet och stabiliserbarhet dr nagra
egenskaper som gas igenom i korthet for system i diskret tid. Dessa egenska-
per ar viktiga for att regleringen av systemet ska vara anvindbar och speciellt
viktiga for att kunna minimera kostnaden for regleringen. Aterkoppling och op-
timal reglering av deterministiska system samt konstruktionen av en sa kallad
Luenbergerobservator introduceras ocksa i introduktionskapitlet. For detta intro-
duktionskapitel har i huvudsak [HRS07], [Lue79|, [LXP08| och [TSHO1| anvénts.

Kapitel 3 behandlar teorin for optimal stokastisk estimering. I detta kapitel
definieras stokastiska system och vilka antaganden som sedan anvinds for att
bygga upp teorin for att kunna estimera tillstandsvektorn. Detta gors vanligtvis
med ett sa kallat Kalmanfilter, men i denna avhandling ges en tvadelad metod for
skattningen genom Kalmanprediktorn och Kalmankorrektorn. Idén for att dela
upp Kalmanfiltret har tagits fran [LXPO08| och i denna avhandling gors ett for-
sOk att rigorost definiera och hirleda formler for att berdkna dessa skattningar,
dir ocksa [LR95| och |[Ast70| har varit till stor hjilp. Fér den stokastiska teorin
har |Gir03|, [Kay93|, [JP03| och |[Rosl0| anvénts som kéllor. Meningen med det
uppdelade Kalmanfiltret dr att ha en optimal skattning av tillstandet bade da ny
information om systemet ar tillgédngligt och da ingen ny information &r tillgéng-
lig men en optimal skattning behdvs for att optimalt reglera systemet. I detta
kapitel introduceras ocksa kort det stationidra Kalmanfiltret och samplingen av
stokastiska system i kontinuerlig tid, for dessa har utover [Ast70] ocksa [HRS07]
anvants som kalla.

Kapitel 4 behandlar teorin for optimal stokastisk reglering. I detta kapitel pre-
senteras L(QQG-problemet och verktygen for att 16sa minimeringsproblemet av den
kvadratiska kostnadsfunktionalen hérleds. Konstruktionen av den optimala regu-
latorn for systemet bestdms bade da matsignalen ger exakt systemets tillstand
och da matsignalen paverkas av brus. Det andra fallet &r huvudresultatet och ger
alltsa den optimala reglersignalen for det stokastiska systemet dér tillstandsvek-
torn estimeras med Kalmanprediktorn eller Kalmankorrektorn introducerade i
kapitel 3.
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For att tillampa resultatet finns ett exempel pa reglering av kopplade elnét-
verk dar artiklarna [AA11], [PMH13|, [Ros+13| och [Sha+16| har studerats for
andamalet. Differentialekvationerna samt olika parametervirden ar tagna ur ar-
tiklarna. For tillampningen har ett simuleringsprogram skrivits i MATLAB och
programkoden for detta hittas i bilagan.

I bilagan finns ocksa grundldggande teori for matrisalgebra, matrisexponen-
tialfunktionen och sannolikhetsteori. Teorin fér betingade vintevirdet och fler-
dimensionella normalférdelningen dr synnerligen viktiga och ldsaren ombeds be-

kanta sig med dessa fore kapitel 3.
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Kapitel 2

Linjar systemteori

2.1 Introduktion

Matematiska modeller vars beteende kan beskrivas med hjédlp av flera linjira
differentialekvationer ger upphov till teorin om linjéra system. Detta kapitel in-
troducerar deterministiska tidsinvarianta linjara system och deras egenskaper.
Deterministisk system- och reglerteori fungerar som en introduktion till den me-
ra krivande stokastiska reglerteorin som ar den huvudsakliga teorin i denna av-
handling. Som grundldggande teori for linjir systemteori anvinds matristeori
samt linjar algebra och en kort sammanfattning av det som anvénts hér finns i
bilaga [A]

Exemplet nedan anvinds som ett genomgaende exempel i avhandlingen for
att belysa de olika teoridelarna. Exemplet dr ett utvidgat exempel av [Sarl3,
Exempel 3.6, s. 43-45].

Exempel 2.1. Lat x; och x5 vara z- respektive y-koordinaterna for en punkt
i planet. Sétt x3 = dditl och x4, = %. Da &r x3 och z4 punktens hastighet i a-
respektive y-riktning. Anta att accelerationen ar noll i bada riktningarna, det
vill sdga %3 = 0 och % = 0. Vidare anta att vi kan styra punktens acceleration
och beteckna dessa inputvariabler med u; och uy. Lat nu @ = (z1, T, o3, 14)"

och w = (u1, us)™. D kan vi beskriva systemets beteende pa vektorform enligt

o 00 1 0\ [z 00
%:0001x2+00 Uy
das 000 0/ 10| \up)
oy 000 0/ \a4 01

dt
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eller kort © = Ax + Bu. Om vi har tillgang till den exakta positionen av
punkten men inte dess hastighet eller acceleration sa kan vi beskriva en utsignal

for systemet enligt

T
yiy (1 0 00 9
<y2>_<0 10 0) x|
Ty
eller kort y = Cx.

Modellen enligt vilken systemet i exemplet beskrivs kallas tillstandsmodellen
och &r speciellt anvindbar for linjdra system med flera input- och outputvariabler.
Sadana system kallas ocksd MIMO-system (eng. Multiple Input Multiple Out-
put). Den formella definitionen for ett linjdrt tidsinvariant system (LTI-system)

i kontinuerlig tid ar féljande:

Definition 2.2. Vektorn x(t) € R™ beskriver systemets tillstand vid tidpunkt
t och kallas tillstandsvektorn, w(t) € R™ &r en deterministisk insignal som styr
systemet och y(t) € RP dr en utsignal som ger en mdtning av systemets tillstand.

Da kan systemet skrivas pa tillstandsmodellen
z(t) = Ax(t) + Bu(t), (2.1)
y(t) = Cx(t) + Du(t). (2.2)

Tillstandet x(0) = x( ar systemets starttillstand. Avbildningen A kallas system-

matris, B insignalmatris, C utsignalmatris och D direktmatris.

Matriserna A, B, C och D antas hér vara konstanta, darfor kallas systemet
tidsinvariant. Oftast kan direktmatrisen D uteldmnas och da kallas systemet
strikt propert. Systemet i exempel 2.1 &r ett exempel pa ett strikt propert system.

Systemets tillstand vid tidpunkt ¢ kan berdknas utgaende fran ett ként start-
tillstand xy och en given styrsignal u(t) genom att 16sa f6ljande begynnelsevir-
desproblem:

z(t) = Ax(t) + Bu(t), x(0)= x,.

Losning: Skriv om differentialekvationen som

(t) — Az(t) = Bul(t)

och multiplicera med den integrerande faktorn e/(-A)d — ¢=At dir e=A! &

matrisexponentialfunktionen (se |A.2)), for att fa

5
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e M (x(t) — Az(t)) = e Y Bu(t) < 4 (e z(t)) = e A Bul(t)

— e Mx(t) :/0 e~ Bu(s)ds + x(0)

t
— x(t) = eMx(0) +/ A% Buy(s)ds,
0
dir sista ekvivalensen giller enligt sats Den entydiga ldsningen till (2.1]) blir

¢
x(t) = eAlx, +/ eAt=9) Bu(s)ds. (2.3)
0

2.1.1 Sampling av tidskontinuerliga linjara system

I praktiken sker styrning eller reglering av system med datorer som opererar i
diskret tid men modellerna av system beskrivs oftast av differentialekvationer en-
ligt fysikaliska modeller och &r pa formen (2.1)—(2.2). For regleringen behéver vi
beskriva systemet i diskret tid och detta utférs med sampling. Samplingen utfors
pa det sittet att systemets tillstand x(t) evalueras vid de diskreta tidpunkterna
ty = kT, dar T' > 0 &ar ldngden av samplingsperioden. Méatningarna av utsigna-
len gors vid tidpunkterna ¢, och styrsignalen wu(¢) halls konstant pa varje samp-
lingsintervall s& att wy, := w(ty) da t € [kT,(k + 1)T). Da styrsignalen skickas
fran datorn till systemet gors detta oftast med digital-till-analog-omwvandlare och
d& styrsignalen dr konstant pa varje samplingsintervall har D\ A-omvandlaren en
nollte ordningens hdllkrets (eng. zero-order hold; ZOH). Det samplade systemet
onskas beskrivas av differensekvationen @1 = Az + Bsuy, dir @ = x(ty)

och da behover matriserna A, och B, bestdmmas.

Enligt (2.3) fas att

tet+1
Ti1 = @(teyr) = e a + / eAte17%) By(s)ds
0

(k+1)T
_ 6A<k+1)T330 +/ eA((k:—‘rl)T—s)Bu(S)ds
0

kT (k+1)T

eATeAKRT=5) By (s)ds + / eAE+DT=9) Bay(s)ds

:eATeAkTCBO—f—/
kT

0

t T
= AT <6Atk330 + / eA(tk_S)Bu(s)ds> + / eA"Bu((k+ 1)T — 7)dr
0 0

T T
=eMx(ty) + / e Bu(t)dr = ez, + (/ eATd7‘> Bu,,.
0 0

(2.4)
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For utsignalen fas att

Y - = y(tk) = Ca:(tk) + Du(tk)
= CCEk + Duk.

Det samplade systemet kan nu skrivas som

Tp1 = Asxi, + Bsuy,

Y = Cswk + Dsulm

for k=0, 1, 2,... och matriserna ges av
T
A, =eT B, = (/ eATdT) B, C,.=C och D,:=D.
0

Exempel 2.3. Vi utfér sampling med ZOH-metoden av systemet som introdu-
cerades i exempel Beteckna samplingsperioden med At. Eftersom A? =
och séledes ir A* = 0 for varje k > 2 fas enligt definitionen (A.2) f6r matrisex-

ponentialfunktionen att

1 0 At 0
01 0 At
A, = e =T+ AAt = (2.5)
00 1 0
00 0 1
Vidare har vi att
1 07 0 00
Ao 1 0 7 0 0
B, = dr
0 0010 10
000 1 0 1 26)
(At)? (At)? '
At 0 . 0 00 - 0
(At)? (At)?
_ At 0 - 00 _ | O >
0 0 At 0 10 At 0
0O 0 0 At 0 1 0 At

Nu fas det diskretiserade systemet
ZTiy1 = Asxy + Bsug,

Yy = Csxy,

1 000
dar A och By ges av ([2.5)—(2.6) och Cs = (O 10 0)'

7
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2.2 Egenskaper hos tidsdiskreta LTI-system

I fortsdttningen behandlar vi endast strikt propra system i diskret tid och véljer
darfor direktmatrisen D = 0 och lamnar bort det nedre indexet s pa matriserna.

Det strikt propra tidsdiskreta LTI-systemet enligt tillstandsmodellen ges da av:

Ty = Az, + Buy,

(2.7)
yr = Cxy.
For givet starttillstind @y och en given styrsignal w := {u;}2 ' kan syste-
mets (22.7)) tillstandsekvation itereras for att fa
L1 = ACCO + B’Ll,o,
Lo = AiL‘l + B’l.Ll = A(AZL‘O + BUO) + B’U,l,
= A’xy+ A'Buy + A°Bu,,
LN = ANZBO + ANilB’U,O 4+ ...+ AOB’U,N,1
och 16sningen till systemets ([2.7) tillstandsekvation &r da
N-1
xy = AVx) + Z ANTIF By, (2.8)
k=0

Egenskaper som &r viktiga att analysera &r systemets styrbarhet, observerbarhet
och stabiliserbarhet. I detta avsnitt ges kortfattat vad som menas med dessa egen-
skaper och hur systemmatriserna i anvinds for att kontrollera egenskaperna.
Definitioner och satser for styrbarhet och observerbarhet for bade tidsdiskreta

och tidskontinuerliga system hittas exempelvis i [Lue79, s. 276-289).

2.2.1 Styrbarhet

Definition 2.4 (Styrbarhet). Ett tidsdiskret system (2.7 ar styrbart om for varje
tillstand * € R"™ och starttillstandet &y = 0 finns ett dndligt index Nz« > 0 och

*

en styrsignal u := {u;,}; ;' som tillimpat pa (2.7) ger att zy,. = x*.

Fragan &r om det finns ett dndligt index N som inte beror av x*, men att

varje tillstand * € R™ kan nas fran origo pa N steg?
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Da xy = 0 kan 1osningen ([2.8)) skrivas pa matrisform enligt

UN-1
zv—=(B AB ... A¥'B)
Ug
Blockmatrisen framfér styrsignalen u = (u}_y, ... ,uOT)T betecknas Cy (A, B).

Sats 2.5. Det tidsdiskreta systemet (2.7) med A € R™™ och B € R™™ dr

styrbart om och endast om det galler for n x nm styrbarhetsmatrisen
C.(A, B) = (B AB ... A”—lB)

att
rang C,(A, B) = n.

For beviset av satsen behovs forst ett hjalpresultat.

Lemma 2.6. Lit A € R™" ha full rang. Dd géller att A" dr en linjirkombi-

nation av matriserna I, A, ..., A" fér varje k > 0.

Bewvis. Enligt Cayley-Hamiltons sats &r pa(A) = 0, dir pa(\) dr det karakteris-
tiska polynomet

n

pa(\) =det \I — A) =Y X, ¢, =1

i=0
Vi far att
n—1 n—1
0=pa(A)=A"+) A <= A"=-) A’
i=0 i=0

det vill siga A™ dr en linjirkombination av I, A, ..., A" L. Vidare giller att

n—1
AR — Z ciAH_k,
i=0
varféor A™** en linjirkombination av I, A, ..., A"~ ! for varje k > 0. O]

Bevis av Sats[2.3. Om rangC, (A, B) = n s& dr matrisen surjektiv, vilket impli-
cerar att systemet &dr styrbart.

Om systemet dr styrbart sa finns ett NV > 0 och en styrsignal ug, ..., uy_1 sa
att Cy(A, B)u = x*, dir * € R™ ar godtyckligt. Anta att N > n, da fas som

9
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foljd av lemma att matrisen A"™*B ir en linjirkombination av matriserna
B, AB, ..., A" !B i styrbarhetsmatrisen C,(A, B) for varje k > 0. Da kan vi

hitta en ny styrsignal ug,...,u,_;, sa att
" =Cn(A,B)u =C,(A, B)u".
Detta visar att C, (A, B) &r surjektiv och har saledes rangen n. O

Eftersom systemets styrbarhet dr oberoende av matriserna C och D ségs att

matrisparet (A, B) &r styrbart.

Exempel 2.7. Vi underséker styrbarhetsmatrisen for systemet i exempel [2.3]

Systemmatriserna ges av

10 At 0 C
01 0 At 0o (@
A= och B = 2
00 1 0 At 0
00 0 1 0 At

Styrbarhetsmatrisen for detta system ar da

(AQt)2 0 3(A21t)2 0 5(A21t)2 0 7(A21t)2 0
0 (At)? 0 3(At)? 0 5(At)? 0 7(At)?

C4<A, B) — 2 2 2 2
At 0 At 0 At 0 At 0

0 At 0 At 0 At 0 At

Vi kan se att matrisen har rangen 4 vilket implicerar att systemet ar styrbart.

2.2.2 Observerbarhet

Definition 2.8 (Observerbarhet). Ett tidsdiskret system (2.7) dr observerbart
om det finns ett dndligt N > 0 sa att starttillstandet oy kan entydigt bestimmas

utgaende fran matningarna yo, ..., Yyn_1.

Fragan &r om det finns ett NV sa att g kan alltid bestdmmas entydigt med
hjélp av N stycken métningar yo, ..., yn—17 Fran 16sningen (2.8)) ser vi att sy-
stemets (2.7)) utsignal vid tidpunkt N &r

Yyn = CmN = CANwo -+ CAN_lBuo + ...+ CAOB’U,N_l.

10
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Da styrsignalen dr kiind kan den, utan att inskridnka pa allméngiltigheten, antas

vara noll och da fas att

yyv = CAVx.
Om maétningarna yo, ..., yny_1 skrivs som en pN X 1 vektor fas att
Yo C
LA I R (2.9)
y]\;—l CA.N*l

Blockmatrisen framfor starttillstandet @y betecknas med Oyn(C, A).

Sats 2.9. Det tidsdiskreta systemet (2.7) med A € R™™ och C € RP*™ gr

observerbart om och endast om det gdller for pn x n observerbarhetsmatrisen

C
CA
O0,.(C,A) =
CAnfl
att
rang O0,(C, A) = n.
Bevis. Om rang O,(C, A) = n sa ar matrisen injektiv, vilket implicerar att

systemet observerbart.

Om systemet &r observerbart sa géller att har en entydig 16sning xq for
nagot N > 0, vilket implicerar att matrisen Oy (C, A) &r injektiv. Lemma
ger att CA™* 4r en linjirkombination av matriserna C, CA, ..., C A" ! for
varje k > 0. Da f6ljer att om N > n sa maste O,(C, A) vara injektiv och har

saledes rangen n. O]

Eftersom systemets observerbarhet dr oberoende av matriserna B och D, sa

sags ocksa att matrisparet (C, A) ar observerbart.

Anmirkning 2.10. Observera att matriserna (O, (C, A))T = C,(AT, C") och
(Cu(A, B))T = O0,(B", A"). Detta ger att matrisparet (A, B) ér styrbart om
och endast om matrisparet (B*, AT) &r observerbart och matrisparet (C, A) ér
observerbart om och endast om matrisparet (AT, C') ér styrbart. Styrbarhet

och observerbarhet &r alltsa duala egenskaper for ett linjart system.

11
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Notera dock att detta betyder inte att ett styrbart system ar observerbart, ef-
tersom styrbarhetsmatrisen beror av matrisen B medan observerbarhetsmatrisen

beror av matrisen C.

Exempel 2.11. Vi undersoker observerbarhetsmatrisen for systemet i exem-

pel 2.3] Systemmatriserna ges av

1 0 At 0

01 0 At 1 0 00
A= och C = .

00 1 O 0100

00 0 1

Observerbarhetsmatrisen for detta system ar da

10 0 0
01 0 0
1 0 At 0
04(C, A) = 01 0 At
1 0 2At O
01 0 2At
1 0 3At 0
01 0 3At

Vi kan se att matrisen har rangen 4 vilket implicerar att systemet dr observerbart.

2.2.3 Stabiliserbarhet
Ett system med foljande tillstandsekvation kallas ett autonomt system
T = Axy, (2.10)
och enligt 16sningen
x, = AFxy, k> 0. (2.11)

Definition 2.12 (Stabilitet). Ett autonomt system (2.10)) &r (asymptotiskt) sta-
bilt om dess 16sning (2.11]) uppfyller

lim rp = 0,
k—o0

for varje val av starttillstand xy € R™. Om detta uppfylls for icke-autonoma
system (2.7) med styrsignalen w = 0 sa &r ocksa systemet (22.7) stabilt. Da

systemet ar stabilt sigs ocksa att matrisen A ar stabil.

12
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Om systemet, har endast en tillstandsvariabel = sa giller att
z, = afxg

och da ar detta system stabilt for varje xp € R om och endast om |a] < 1.
For system med flera tillstandsvariabler fas foljande resultat enligt [Lue79, s.
155-156].

Sats 2.13. Systemet (2.7) dr asymptotiskt stabilt om och endast om for varje
egenvirde A\;, 1 € {1,...,n} till systemmatrisen A gdller att |\;| < 1.

Bewis. Vi visar fallet da A ar diagonaliserbar. Da existerar en inverterbar matris,

sa att
AN 0 .00
. 0 X ... O o
A=MAM "=M| o | M
0O 0 ... X\

dar Aq1,..., A\, ar egenvirdena till A. Nu fas att

x, = Afxg = MAM 'MAM™" - - MAM 'z,

= MA*M 'z,
Moo 0
0 M ... 0 1
= M . . . . M_ o
0 0 ... M
och da giller att klim =0 < |\N| <1, forvarjei € {1,...,n}. O
— 00

Beviset for fallet da A inte dr diagonaliserbar baserar sig pa att A skrivs
istillet pa Jordans normalform och da fas med liknande berdkningar samma
resultat. Stabiliseringsproblemet gar ut pa att konstruera en regulator som tar
systemets utsignal som input och ger som output en styrsignal till syste-
met (2.7), sadant att det ihopkopplade system &r stabilt [TSHO1, s. 57]. Da
systemets tillstand ar tillgdngligt, det vill sdga matrisen C = I for utsigna-
len, och regulatorn &r statisk, fas en styrsignal av formen u, = —Lax;, for varje

k=0,1,...,dar L ar en godtycklig m x n matris. Denna form av reglering kallas

13
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statisk tillstandsdterkoppling och denna styrsignal tillimpad pa systemet (2.7

ger tillstandsekvationen

Denna ekvation dr nu i form av ett autonomt system och kallas ocksa ett slutet
system eftersom tillstandet aterkopplas genom styrsignalen. Stabiliseringsproble-
met i detta fall reduceras till att bestimma matrisen L s& att (2.12) dr stabil.

Definition 2.14 (Stabiliserbarhet). Matrisparet (A, B) kallas stabiliserbart om

det finns en matris L, sa att matrisen A — BL ar stabil.

Sats 2.15. Ldat matrisparet (A, B) vara styrbart. Dd gdller att matrisparet
(A, B) ar stabiliserbart.

Beviset uteldimnas men baserar sig pa satsen om polplacering [Lue79, s. 299|.

2.3 Luenbergerobservator

Tillstandsaterkopplingen kraver att tillstandsvektorn xj ar kdnd, men det-
ta &dr ofta inte fallet. Harnést kommer en sa kallad observatdr for LTI-system att
konstrueras, med avsikten att rekonstruera tillstandsvektorn @, utgaende fran
métningar yo,...,Yyr och en given styrsignal w. Luenbergerobservatoren ar en
deterministisk version av Kalmanfiltret som konstrueras i nista kapitel.
Konstruktionen av Luenbergerobservatoren gors enligt [Ast70, s. 142] pa fol-

jande sétt. Forst skapas ett modellsystem

Ty = Ay + Buy,
Y = kaa

dir @, betecknar skattningen av tillstandet xp. Systemmatriserna dr samma
som i (2.7)) och styrsignalen w dr samma som for det ursprungliga systemet. Om
Ty = xo sa skulle modellens 16sning sammanfalla med systemets 16sning,
vilket skulle medfora att @, ar en exakt skattning av tillstandet for varje k£ > 0.
Problemet ar att starttillstandet &y dr oként och endast méatningar yo, ..., Yy ar
tillgdngliga som inte beaktas av den ovanstaende modellen. Lat e, = o, — @y

beteckna felet mellan skattningen och det verkliga tillstandet. Da ger den sa

14
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kallade innovationen y, = y, — yp = Ce; ett matt pa hur bra x, skattar

tillstandet @, och detta antyder att tillstandsekvationen har formen

for nagon matris K. Subtraheras tillstandet (2.13)) fran systemets tillstand (2.7)

fas felsystemet

€pr1 = Tpy1 — T = Az, — 1) — Ky

— (A— KC)ey. (214

Om det géller for felsystemet (2.14)) att e, — 0 da k — oo, for varje starttillstand
xo och varje val av skattning @, sa kallas (2.13) en tillstandsobservator.

Definition 2.16 (Detekterbarhet). Matrisparet (C, A) kallas detekterbart om

det finns en matris K, sa att matrisen A — K C' ar stabil.

Det &r alltsa méjligt att konstruera en Luenbergerobservatér om och endast

om matrisparet (C, A) &r detekterbart.

Sats 2.17. Lat matrisparet (C, A) vara observerbart. Dd gdller att matrisparet
(C, A) dr detekterbart.

Bevis. Resultatet fas genom dualitet. Enligt anmérkning fas att om (C, A)
sr observerbart sa dr (AT, CT) styrbart. Sats[2.15]ger att da &r (AT, C'T) stabili-
serbart. Definitionen for stabiliserbarhet séiger att det finns en matris K7, sa att
matrisen AT — CT K™ dr stabil. D4 dr ocksi matrisen A — K C stabil och saledes

enligt definitionen for detekterbarhet &r matrisparet (C, A) detekterbart. O

2.3.1 Separationsprincipen

Lat nu styrsignalen till systemet (2.7) vara uy, = — L&y, dir &, dr skattningen
given av observatoren (2.13) och dr kéind eftersom observatéren &r konstruerad

pa det sittet. Da blir tillstandsekvationen fér det slutna systemet

L1 = A{Bk — BLCi?k
= (A — BL)x), + BLe,,

15
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dér felet e, ges av . A ena sidan kan matrisen K bestimmas oberoende
av matrisen L sa att skattningen given av observatéren konvergerar mot syste-
mets egentliga tillstand. A andra sidan kan matrisen L bestimmas oberoende av
matrisen K sa att systemet stabiliseras. Detta kallas for separationsprincipen i
deterministisk reglerteori och géller for linjéra system [Lue79, s. 307]. Felet
och tillstandet kan skrivas som ett autonomt system

ek-i—l 0 A — KC € . .

Egenvirdena for denna matris ir precis unionen av egenvirdena for matriserna
A — BL och A— KC och detta slutna system dr stabilt da matrisparet (C, A)
ar detekterbart, matrisparet (A, B) &r stabiliserbart och matriserna K och L
har valts sa att A — BL och A — KC ir stabila.

2.4 Optimal reglering

Det ar av intresse att bestdmma matriserna K och L pa ett optimalt satt. I
denna avhandling dr huvudintresset stokastiska system, for vilka Kalmanfiltret
kan ses som en observator, varfor en explicit konstruktionen av matrisen K for
Luenbergerobservatoren utelamnas har.

Med optimal reglering avses att konstruera en regulator som styr systemet till
origo sa att en given kostnad minimeras. Om regulatorns styrsignal ar i form av
tillstandsaterkoppling u, = — L., dr optimal reglering bestdmning av aterkopp-
lingsmatrisen L sa att kostnaden minimeras. En kostnadsfunktional J(xq,u) ger
ett skalart virde pa kostnaden att utfora styrningen w = {uk}ff;ol, givet start-
tillstandet a.

Hér anviinds foljande kvadratiska kostnadsfunktional

N-1
In(To, 1) == xSy + Z(angaxk + up Ruy,), (2.17)

k=0
eftersom den dr enkel att hantera matematiskt och &r tillrdckligt flexibel for
manga tillimpningar. Denna kostnadsfunktional har en dndlig tidshorisont N
och Sy ar kostnadsmatrisen for sluttillstandet vid tiden N. Systemets tillstand
beskrivs oftast som en avvikelse fran det 6nskade tillstandet och da ger @ kost-

naden for denna avvikelse. Matriserna Sy och @ kan viljas godtyckligt med
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restriktionen till positivt semidefinita matriser sa att termerna i som in-
nehaller dessa matriser ar icke-negativa. Matrisen R #r kostnadsmatrisen for
styrningen och den viljs sa att den &r positivt definit, vilket betyder att varje
term i[2.17] som innehaller R &r positiv.

Det linjirkvadratiska reglerproblemet eller kort LQ-problemet (eng. linear-
quadratic) gar ut pa att hitta en reglersignal w for ett linjirt system , sadan
att den kvadratiska kostnadsfunktionalen (2.17)) minimeras.

Féljande sats enligt [HRS07, Sats 5.3.1], modifierad for kostnadsfunktiona-
len (2.17)), ger den optimala reglersignalen for deterministiska LTI-system, da vi

har tillgang till systemets tillstand x; vid varje tidpunkt k.

Sats 2.18. Reglersignalen till systemet (2.7)), som minimerar kostnadsfunktio-

nalen (2.17)), dr

uk:—Lkmk, k?ZO,...,N—l,

ddr den tidsvarianta aterkopplingsmatrisen Ly ges av
L,:=(B'S,,,B+R)"'B'S,,,A (2.18)
och Sy, dr losningen till ekvationen
S, :=A"'S, 1 A+Q— A'S,,B(B'S, B+ R)"'B'S, 1A (2.19)

med begynnelsevirdet Sy i (2.17)).

Vidare galler att minimala kostnaden dr
min Jy (zg, u) = x; SoTo, (2.20)
u

déir Sy fas ur (2.19)).

Anmdrkning 2.19. Om tillstandet x; inte &r tillgdngligt vid varje tidpunkt kan
enligt separationsprincipen [2.3.1] en Luenbergerobservator konstrueras om syste-
met dr detekterbart. Da kan skattningen @, givet av observatdren anvindas for

regleringen istéllet for tillstandet ay.

Anmdrkning 2.20. De tidsvarierande aterkopplingsmatriserna L, dr oberoende
av tillstandet och utsignalen av systemet och kan alltsa beridknas pa férhand sa

snart systemmatriserna och kostnadsmatriserna ar kinda.
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For beviset av satsen behovs forst tva lemman. Det forsta angaende 16sningar-
na till den dynamiska tidsdiskreta Riccatiekvationen , vilket ofta utelamnas
i litteraturen vid konstruktionen av den optimala reglersignalen. Det andra (som
ocksa behovs senare i det stokastiska fallet) hjalper med omskrivningen av kost-
nadsfunktionalen (2.17)).

Lemma 2.21. Lit Sy > 0, Q > 0 och R > 0. Definiera Sy genom (2.19)) for
0 <k <N —1. Da giller att S;, > 0 for varje k =0,...,N.
Vidare om Q > 0 sa dr Sy > 0 for varje k=0,..., N — 1.

Bevis. Enligt antagandet dr Sy > 0. Anta nu att Sy, > 0 for nagot k < N — 1.
Da R > 0 s4 ér (BTS).1B + R) > 0 och déirmed inverterbar, varfor (2.19)) ger
att

S,=A"S, ., A-A"S, . B(B'S,.,.B+R)"'B"S,,. 1A+ Q.

Lat S,ifl vara den positivt semidefinita kvadratroten av Sy, ;. Vi kan skriva
S, = (8,2 A)' (I - 8,2 B(B"S,..B + R)"'B'S;2)(S}/2 A) + Q.
Da Q > 0 giller att Sy > 0 om
(SYAA)T(I - S/AB(B S B+ R)'B"S,/7) (87 A) > 0.
Eftersom TT"PT > 0 om P > 0 enligt lemma racker det att visa att
(I -8/ B(B"S,..B+R)"'B'S,%) >0.
Lat RY? vara den positivt definita kvadratroten av R. Vi kan skriva

I-S,/2B(B"S,;,B+R)'B"S;’
_I_ S;le(RMQ)—l ((Rl/z)—1BTSk+lB<R1/z>—1 + I)—l(R1/2)—1BTSI/2

k+1-

Sitt W := S}/2 B(R"/?)~" och da far vi med hjélp av lemma [A.1] att

I-S/ B(B"S;;,B+R)"'B'S; =1-WW'™W +I)"'W",
= (WW'+I)™
vilket dr en positivt definit matris eftersom det dr en invers. Da har vi visat att
Sk = (S{2ATWWT + 1) Y(S2A) +Q >0 (2.21)

och enligt induktionsprincipen fas att Sy > 0 fér varje k =0,..., N — 1. Vidare
fas att om Q > 0 sa ser vi ur (2.21)) att S, > 0 for varje k=0,..., N —1. O
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Lemma 2.22. Lat Ly och Sy ges av (2.18)) respektive (2.19) och anta att matri-
serna Q och Sy, dr positivt semidefinita och R positivt definit. Dd gdller foljande
likhet

(Aa:k + Buk)TSkH(Aa:k + Buk) — mgSkmk + w;ngk + 'u,;gRuk
= (’U,k + Lkwk)T(BTSk+1B + R) ('U,k + Lkazk) (2.22)

Bewis. Utveckling av vinstra ledet i (2.22) ger

VL= :BEATSkHAa:k + mEATSkHBuk + uEBTSkHA:ck
+ug B' Sy 1Buy, — ) Sy + o) Qxy + uj Ruy,
=z, (ATS 1A+ Q — Sz, +x, ATS, . Buy,
+uy B'S, 1Az +u) (B"S;1 B + R)uy.

(2.23)

Lemma [2.21] ger att Sy > 0 for varje £k = 0,...,N och da R > 0 sa &r
(B'Sy:1B + R) > 0 och dirmed inverterbar enligt sats [A.2] Vi kan nu sla
ihop de tva sista termerna i (2.23)), med anviindning av (2.18), pa foljande sitt

u;fBTSkHAwk + u;f(BTSkﬂB + R)uy
=u;, (B"S;11B+ R)(uix + (B Sj:1B + R) ' B' S)1 Axy,)

Vidare giller att L] = A"S, 1 B(B"S,,1 B+ R)™! enligt reglerna for transpo-

nering och det faktum att R och Sy, dr symmetriska. Da ar

A'S,.\B=L;(B"'S,.,,B+R). (2.25)

Inséttning av (2.24) och (2.25) i (2.23) ger att

VL = w;g(ATSkJAA + Q - Sk):ck + .’BELE(BTS]CJAB + R)uk

Om vi nu skriver om (2.19)) som
S, =A"S,,,A+Q L} (B'S,,,B+ R)L,,

sa kan forsta termen i (2.26]) skrivas
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zy (ATS 1A+ Q — Sy,
=z, (ATSkJrlA +Q— (A"S, A+ Q— L (B"S, B + R)Lk)>a;k

=z, L (B"S,.1B + R)L;x;. (2.27)

Insdttning av (2.27) 1 (2.26) ger nu att
VL =z} L} (B"'S;..B + R)Ljx) + . L} (B*S;.1B + R)u,
+ U;CF(BTSk_;,_lB + R) (uk + Lk:vk)
= ngE(BTSk+1B + R) (uk + Lkil?k) + UE(BTS;C_HB + R) (’U,k + Lkwk)
= (uk —+ Lkwk)T<BTSk+1B -+ R)(’U,k -+ Lkwk)
[

Bewis av Sats[2.18 Vi gor en omskrivning av kostnadsfunktionalen (2.17)) enligt
foljande

N-1
In(xo, 1) = TN SyTy + Z(wEQa}k + uj Ruy,)
k=0
N-1 N-1
=z, Sozo + Z(:c;fHSkHa:kH — ;. Spxy) + Z(mEka + uj Ruy)
k=0 k=0
N-1

= ZBOTSOQZO + ((Aa:k + Buk)TSkH (Al'k + Buk) - CL';CFS]CCBk)
0

=
Il

+ (wEka + uERuk)
0

=

B
Il

Nu kan vi anvinda lemma [2.22| som ger att

N-1
JN<CEO, ’U,) = CL‘OTSOw() + Z(’U,k + Lk$k>T(BTSk+1B + R) (uk + Lk.a:k)
k=0

och eftersom (BTS;, 1B + R) > 0 si ir varje term i summan storre én eller
lika med noll. Da och endast da styrsignalen viljs som u, = —Lix) for varje

k=0,...,N —1sa ir varje term i summan lika med noll och vi far att

min JN<330, ’U,) = wgSOCL'().
u
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2.4.1 Oadandlig tidshorisont

I vissa tillimpningar kan det vara oklart hur man ska vilja tidshorisonten N i
kostnadsfunktionalen (2.17), vilket motiverar enligt [HRS07, s. 61] att studera

reglerproblemet med en oéndlig tidshorisont och féljande kostnadsfunktional

e}

Joo (X0, U) == Z(wEQazk + u; Ruy,). (2.28)

k=0
Minimeringen av denna &r meningsfull endast da kostnaden kan goras dndlig och
ett tillrickligt villkor for detta dr att systemet &r stabiliserbart [HRS07, s. 62].
Det visar sig att under vissa villkor kan man approximera problemet for
oéndlig tidshorisont med problemet for &ndlig tidshorisont och later N — oc.
Lat Q = H'H for nagon p x n matris H. Da #r Riccatiekvationen av

formen
S,=A"S, . A+ H'H—- A"'S,,,B(B'S,,,B+ R) 'B'S;,;A (2.29)

och enligt foljande sats konvergerar 16sningen mot ett gransvirde som ar obero-

ende av valet av Sy.

Sats 2.23. Anta att Q > 0,R > 0, matrisparet (H,A) dar detekterbart, dir
HYH = Q och matrisparet (A, B) dr stabiliserbart. Beteckna lisningen vid
tidpunkt k = 0 till (2.29)) startad fran Sy med So(Sn) och lat

L(S):=(B'SB+R) 'B'SA. (2.30)
Da gdller féljande pastaenden:
1. Det finns en entydig matris S, > 0, oberoende av Sy, sd att

lim SO(SN) = S+.

N—oo

Matrisen S satisfierar den algebraiska Riccatiekvationen
S=A'SA+Q-A'SB(B'SB+R) 'B'SA (2.31)

och matrisen A — BL(Sy) dr stabil. Vidare gdiller att om matrisparet
(A, B) ar styrbart sa ar Sy > 0.

2. Reglersignalen till systemet (2.7) som minimerar (2.28)) ges av
U = —L(S+>CL‘k
och minimala kostnaden dr J.o (o, u) = xS xy.
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Forsta pastaendet finns bevisat i [LR95|, Sats 17.5.3, s. 382| och det andra
pastaendet finns bevisat i [HRS07, Sats 5.3.2, s. 62].

Observera att aterkopplingsmatrisen i detta fall &r tidsinvariant. Den optima-
la reglersignalen till systemet som minimerar kostnadsfunktionalen ([2.28)

med odndlig tidshorisont &r alltsa i form av statisk tillstandsaterkoppling.

Anmdrkning 2.24. Om A ar inverterbar sa géller enligt [LR95, Korollarium 13.5.3
s. 326] att bland alla positivt semidefinita 16sningar till ar S, den entydiga
l6sningen for vilken matrisen A — BL(S) &r stabil. Det géller ocksa att bland
alla 16sningar S till (2.31)), for vilka matrisen A — BL(S) ér stabil, ir S, den
entydiga positivt semidefinita 16sningen. Vidare giller att S, 4r den maximala
positivt semidefinita 16sningen till i den mening att for varje S # S, som
16ser sa galler att matrisen S — S ar positivt semidefinit. Inverterbarheten
for matrisen A &r inte nédvindig enligt [DGGS86).
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Kapitel 3

Optimal stokastisk estimering

3.1 Definitioner och antaganden for diskreta sto-

kastiska system

Repetition av grundliggande sannolikhetsldra och normalférdelningen for sto-
kastiska vektorer samt notationer och begrepp som anvénds i denna avhandling
finns i bilaga

Detta kapitel borjar med nagra definitioner for stokastiska processer en-
ligt |LR95, s. 375] som &r viktiga grundliggande definitioner for stokastiska
system. Teorin for stokastiska system gors hir endast i diskret tid, men en
metod for sampling av kontinuerliga system ges i avsnitt Ett exempel
av samplingen och metoden for estimeringen av tillstandet som gas igenom i

avsnitt presenteras i slutet av kapitlet.

Definition 3.1.

(i) En stokastisk process &r en f6ljd {vy }r>o av stokastiska vektorer, dér varje

v, bestar av n stycken stokastiska variabler.

(i) En stokastisk process ségs vara vitt brus om for j # k géller att ; och xy

ar oberoende, vilket implicerar att Cov(v;, vy) = 0 da j # k.

(i) Gaussiskt vitt brus ar vitt brus, sasom definierat ovan, och varje vektor vy

ar dessutom n-dimensionellt normalfordelad.

(iv) En stokastisk process ségs ha wintevirdet noll om E(vy) = 0 for varje
k > 0.
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Ett stokastiskt LTI-system ges av tillstandsmodellen:

L1 — Amk+Buk+ka, (31)
Yr = Cz), + Gwy. (3.2)

Foljande antaganden gors for systemet (3.1))—(3.2)):

1. Processbruset {vy}r>0 och mdtbruset {wy}r>o r gaussiskt vitt brus med

viantevardet noll och givna kovariansmatriser

E(vgvl) =P, >0, E(w,w.)=P,>0, forvarjek.

2. Processbruset och méatbruset dr oberoende processer sa att

E(vjw{) =0, for varje j och k.

3. Starttillstadet o, antas vara normalférdelat med givna vintevirdet myg och

kovariansmatrisen Py > 0.
4. Matrisen G antas vara surjektiv.

5. Vidare antas att &y, och v; ar oberoende for varje j samt xy och w; ér

oberoende for varje k.

Pa samma sitt som or deterministiska system fas att losningen till (3.1 ges av

n—1

x, = A"z + Z A" R (Buy + Fuy,), (3.3)

k=0
men losningen hir ar en stokastisk vektor som f6ljd av processbruset. Observera
att ekvation (3.2)) kan ocksa skrivas

Yr = Cwy + fi,
déar {fi}r>o dr gaussiskt vitt brus med véntevirdet noll och kovariansmatrisen
P; = GP,G".

Lemma 3.2. Lit x och v vara oberoende normalfirdelade stokastiska vektorer
med kovariansmatriserna Cov(x) = P, och Cov(v) = P,. Lit A och F va-
ra sadana konstanta matriser att multiplikationerna Ax och Fv samt summan
Ax + Fv dr definierade. Da dr summan Ax + Fv en normalférdelad stokastisk

vektor med vintevirdet AE(x) + F E(v) och kovariansmatrisen
AP,A" + FP,F".
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Bewis. Vi kan skriva

Az+Fv=(A F) (j)

och d& @ och v &r oberoende sa foljer enligt pastaende 2 i sats att (%) ar
gaussisk och saledes d&r Ax + Fv gaussisk. Vintevirdet fas direkt pa grund av
lineariteten av vintevirdet.

Kovariansmatrisen blir, tack vare att & och v dr oberoende,

E ((Az + Fv — E(Az + Fv))(Az + Fv — E(Az + Fv))")
—E ((A@z - E@)) + F(v - E(v)) (A(® — E(@)) + F(v — E(v)))")
=E (A(x —E(z))(z —E(z))"A") + E (F(v — E(v))(v — E(v))"F")
= AP,A" + FP,F".
O

Lemma 3.3. Lat x,, vara tillstandsvektorn, y, vara mdtsignalen och w, vara
reglersignalen enligt f form =0,... k, dir xg, v, ..., 05 Wy, ..., W
ar sinsemellan oberoende gaussiska vektorer. Anta att reglersignalen w,, dr en
funktion av tillstandet x, och mdtsignalen y, for varje n = 0,..., k. Dad gdller

foljande pastaenden:

1. vy dr oberoende av x, for varjen =0,...k,
2. wy, dr oberoende av x,, for varjen =0,...,k,
3. vy dr oberoende av vy, for varjen =0,... k.

Bevis. Losningen ger att vektorn x, ar en funktion av xy, ug, ..., U,_1,
vo,...,Vn_1. Enligt antagandet &r w, = f(x,,y,) eller med insittning av
l6sningen och ekvation en funktion av xg, uo, ..., Un_1, Vo, ..., Vn_1
och w,. Upprepad anvindning av antagandena ger att w, &r en funktion
av &g, Vo, ...,V 1, Wy, ..., Ww,. Vidare fas ocksa att x, ar en funktion av
Ty, Vg, ..., Vpy_1, Wy, ..., W, 1. Enligt antagandena fas nu att vy dr oberoende
av x, for varje n = 0, ..., k, wy ar oberoende av x,, for varje n =0,...,k, och

da vy, = Cx, + Gw, foljer att v, ar oberoende av y, for varje n =0,..., k. [

Anmdrkning 3.4. Pa grund av lineariteten hos systemet (3.1)—(3.2) och lem-
man och foljer att «, och y, ir gaussiska for varje n > 0. Detta betyder

att processerna {@y }r>o samt {yx }r>o dr gaussiska processer.
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3.2 Estimering med Kalmanfiltret

Ofta dr bara en del av tillstandsvariablerna tillgdngliga och métningen av dem
paverkas dessutom av métfel eller méitbrus. Detta ger upphov till ett estimerings-
problem att bestdmma den bésta skattningen for hela tillstandsvektorn, utgaen-
de fran den tillgdngliga informationen om systemet. Ett nytt sitt att 16sa detta
problem presenterades av den ungerskfodda amerikanska matematikern Rudolf
E. Kalman i sin mycket inflytelserika artikel [Kal60]. Losningen har senare fatt
namnet Kalmanfiltret.

I denna avhandling ges en tvadelad formel av skattningen, Kalmanprediktorn
och Kalmankorrektorn. Idén med uppdelningen ar att systemets tillstand kan
estimeras av prediktorn vid varje tidpunkt d&ven om métningar saknas ibland. Da
en ny métning ar tillganglig ger korrektorn en forbattrad skattning av tillstandet.
Prediktiorn &r en a priori-skattning eftersom den bestidms fore en métning av
det nuvarande tillstandet har gjorts. Korrektorn ér en a posteriori-skattning.

Skattningen av tillstandet betecknas med & och kan bestdmmas enligt olika
kriterier. Ett sdtt att bestdmma skattningen ar sa att det kvadratiska medelfelet
E(||& — #||*) minimeras. Detta ger en s kallad MMSE-skattning (eng. minimum
mean square error) och enligt foljande lemma ges denna skattning av det beting-
ade vintevirdet. Lemmat ar baserat pa den for skalira fallet [Ros10, Proposition

6.1, s. 349| och skrivs héir for reellvirda stokastiska vektorer.

Lemma 3.5. Lat x och y vara stokastiska vektorer pa samma sannolikhetsrum

och lat o(y) vara o-algebran genererad av y. Da dr
& = (| o(y)) (3.4)
en o(y)-mdtbar stokastisk vektor som uppfyller
minE (flo - 2) = E (|l — a7 ). (35)
dir z dr o(y)-mdatbar.
Bevis. For en godtycklig o(y)-métbar stokastisk vektor z giller att
y)) +E(z | o(y)) — |
= |z —E(z [ o(y)|” + |E(z | o(y)) — ="
T
+2(E(z|o(y) —2) (z—E(z|o(y))).

2
| — 2] = |z —E(z [ o

(
(
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Da ar
E(llz—=2|") =E(llz —E(z | o@)”) +E(|E | o(y)) - z[")
+2E ((E@ | o(y) - 2)" (= - E(@ | o(y)) ). (36)
Vi kan anvinda tredje egenskapen i sats for den sista termen
E((E@|o(y) - 2) (2 ~E@| o(y))))
—& (5 ((Ble |ow) - 9)"(@ - Elx | o) | ow)

och eftersom (E(zx | o(y))— z)T dr o(y)-métbar fas enligt egenskap 5 i sats|B.18
att

E((E | o)~ 2)"E (=~ E@ | o(y)) | o(v)))
~E((E | o(y)) — 2)" (Elx | oy)) - EE(x | o(y) 1| o(u))))
E((E (E(x | o(y)) - B | o(y))))

(x| o(y) —2)"

Den andra termen i (3.6) ar icke-negativ och da fas for varje o(y)-métbar z att

E(lle—=z") 2E(llz -E| o)),

dar likhet géller da och endast da z = E(x | o(y)). Saledes har vi visat pastaen-
det (3.5)), det vill sdga det betingade vintevirdet (3.4)) minimerar det kvadratiska
medelfelet. L

Enligt foljande sats géller att om « och y ar simultant normalférdelade sa ar
aven den betingade fordelningen for x givet y gaussisk. Vantevirdet och kova-
riansmatrisen bestammer entydigt fordelningen for en gaussisk vektor och dessa
ger explicita formler for att berdkna skattningen som minimerar det kvadra-
tiska medelfelet.
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Sats 3.6. Lit * € R" och y € RP wara normalfirdelade stokastiska vektorer
sadana att deras simultana fordelning dr gaussisk. Anta att kovariansmatrisen
P, > 0. Da dr den betingade fordelningen for x givet y gaussisk och det betingade

vantevdrdet ges av
E(z | o(y)) = E(x) + Pey P, ' (y — E(y)). (3.7)
Den betingade kovariansmatrisen dr
Cov(z |0(y)) = Py — PoyP, ' Py, (3.8)
Beuvis. Satt

z = Ciz + Cyy, (3.9)

dir C} och C; éar konstanta matriser. Da adr z normalfordelad enligt lemma [3.2]

Vidare giller att y och z dr simultant normalférdelade eftersom

()-(e e)C)

och x och y antas vara simultant normalférdelade.
Vi vill nu bestaimma C'; och C5 sa att y och z &r oberoende, vilket for nor-

malférdelade vektorer dr ekvivalent med att de ar okorrelerade enligt pastaende
3 i sats [B.20l Saledes

0 = Cov(z, y)
=E ((z - E(2))(y — E(y))")
—E((Ci(@ ~ E(®)) + Co(y ~ Ew))) (y ~ Ev)) ")

= CE ((z — E(=))(y — E(y))") + C2E ((y — E(y))(y — E(y))")
=C\FP,, + C,P,.

Eftersom vi antar att Py > 0 s& kan vi multiplicera med inversen P, ! fran hoger
och far att
-1
C2 = _Clpw,yPy s

dar C kan viljas godtyckligt. Vi kan vilja C; = I och da ar Cy = —Pw,yPy_l.
Inséttning i (3.9)) ger att
z=x— P, Py (3.10)
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ar nu en vektor som dr oberoende av y. Vi kan nu bestimma det betingade

vantevardet och kovariansen {or vektorn
CU:Z+Pw7yP;1y.

Eftersom z ar oberoende av y och y &r o(y)-métbar har vi att

E(x | o(y)) =E(z + Py P, 'y | o(y))
(2| o(y) + PoyP, ' E(y | o(y))

(2) + Ps«uyPy_lya

E
E
Vidare med insdttning av (3.10) fas att

E(z) + Pm,yPy_ly = E(x — vayPy—ly) + P%yPy_ly
=E(x) — Pm,yPy—l E(y) + Pm,yP,y_ly
=E(z) + P,y P, ' (y — E(y)),

vilket visar (3.7).
Eftersom z &r bestdmd sa att Cov(z,y) = 0 och y dr o(y)-méitbar fas den

betingade kovariansmatrisen fér & med hjilp av sats |B.18 som

Cov(z | o(y)) = Cov(z + Poy P, 'y | o(y))
= Cov(z | o(y)) + Poy P, " Cov(y,z | o(y))
+ Covizy | o(y) Py Pyo + Pay Py Covly | o(y)) Py Py
= Cov(z | o(y))
= Cov(z).

Vidare har vi med inséttning av (3.10)) och enligt lemma att

Cov(z) = Cov(z — vayPy_ly)
= Cov(z) — Py P, ' Cov(y,x)
— Cov(z,y)P, ' Py, + Ppyy P, Cov(y)P, ' P, ,
-P,-P,,P'P,,-P,,P'P,,+ P, P PP 'P,,
=P, —P,,P,'P,,,

vilket visar (3.8)). O
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Enligt anmérkning ar tillstandsvektorn @, och métningen y, = Cxy, +
Gwy, gaussiska for varje k > 0. Eftersom métbruset w,, &r gaussiskt och obero-
ende av tillstindet x; enligt lemma sa foljer att vektorn

()= (o o) (6 &) (2)

ar ocksa gaussisk. Tillstandsvektorn x; och métningen y, &r alltsd simultant
gaussiska och da &r enligt sats den betingade fordelningen for x; givet y;
gaussisk. Da en méatning av y, har gjorts kan det betingade vintevardet
beriknas och kovariansmatrisen fas genom ([3.8)).

For méngden av tillgdnglig information om systemet vid tiden [ infors be-
teckningen ), vilket innefattar vantevirdet mgy och kovariansen P, for start-
tillstandet o samt alla tillgdngliga métningar y; upp till och med tidpunkt [.
Observera att for mangden ), behover det inte gélla att matningen y, € Y. Vid
tidpunkt [ = —1 dr endast information om starttillstandet tillgingligt, det vill
saga V_1 = {myg, Py}. A priori- och a posteriori-skattningarna kan nu definieras

enligt foljande.

Definition 3.7. Prediktionen vid tiden k &r skattningen av tillstandet x; gi-
vet informationen ), didr | < k, som minimerar det kvadratiska medelfelet
E(||&), — @||°). Prediktionen betecknas med Xy och ges av det betingade vén-
tevirdet, alltsa

e =E(x, | V), [ <k (3.11)

Den tillhérande betingade kovariansmatrisen betecknas med
Py = Cov(zy, | V), 1<k (3.12)

Anmdrkning 3.8. Det foljer direkt fran denna definition att prediktionen av start-
tillstandet xq ar

.’%0‘_1 = My, P0|_1 = Po. (313)
Dessa ar startvirden for bade prediktorn och korrektorn.

For korrektionen giller utover prediktionen att métningen vid nuvarande tid-
punkt ar tillgdnglig och denna méatning skrivs darfér ut explicit i det betingade

vantevardet och kovariansen.
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Definition 3.9. Korrektionen vid tiden k dr skattningen av tillstandet a; givet
informationen ), dir [ < k samt matningen vy, som minimerar det kvadratis-
ka medelfelet E(||a), — d@||?). Korrektionen betecknas med @ och ges av det

betingade viantevirdet, alltsa
Ty = E(xr | V0, yr), 1<k (3.14)
Den tillhérande betingade kovariansmatrisen betecknas med
Py, := Cov(xr | Vi yi), [ <k. (3.15)

For k > 1 fas foljande resultat for prediktionen av tillstandet x; som en

rekursion.

Sats 3.10 (Kalmanprediktorn). Ldt Y, | < k vara den tillgingliga informationen
och ug_y = () vara den kinda delen av reglersignalen w i tidsintervallet [k —
1—At, k—1). Vidare lat &1_1; vara en given optimal skattning av tillstandet vid
tidpunkt k — 1 och Py_y; vara den givna tillhorande kovariansmatrisen.

Da fas prediktionen av tillstandet xy, k > 1, for systemet enligt

Ty = AZp_y + Bup—y, [<k—1 (3.16)
och den tillhérande betingade kovariansmalrisen ges av
Py = AP, A" + FP,F", (3.17)
dir P, dr kovariansmatrisen for processbruset.
Beuvis. Det stokastiska LTI-systemets tillstandsekvation kan ocksa skrivas
x, = Az + Buj_1 + Fo,_, (3.18)
och insdttning av i definitionen for prediktionen (3.11f) ger

Zy = E(zy, | V1)
= E(Ail?k_l + Buk;—l + F'Uk;—l | yl)
=AE(xp_1 | V) + BE(ug_1 | V) + FE(ve_1 | V).

Eftersom u,_1 = f())) r Y-métbar och som {6ljd av lemma ar processbruset

v,_1 oberoende av informationen ), sa far vi att
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AE(zy—1 | V) + BE(up—1 | Vi) + FE(vr—1 | W)
= AE(in_l | yl> + B’U,k_l + FE(’Uk_l).

Vidare da E(vg_1) = 0 och omskrivning med definitionen ([3.11)) fas
AE(xi1 | V) + Buy_1 + FE(vp_1) = A&y + Buy_1,

vilket visar (3.16)).
Den tillhorande kovariansmatrisen &r enligt definitionerna ((3.12)),

och
Pk“ = COV(.’Bk | y,)
= E (@ — E(we | 30) (x — Bla | 0)" | 0)
=K ((wk - C&kz\l)(wk - C&k\l)T ’ yl)

Med inséttning av (3.16) och (3.18) fas att

E ((xr — @) (2r — 24p)" | D)
=K ((A<$k—1 - jﬁk—l\l) + F’Uk—l) (A<£Bk,1 — jfk—l\l) + F’Uk,1>T ‘ yl>

Anvindning av lemma som siger att v,_; dr oberoende av xp_; samt av

informationen ), ger att

E ((A(wkq — Zy_1y) + Fopoq) (A(mpoy — @poap) + kaq)T \ yz)
= AE ((zp—1 — @x—1p)(@h—1 — &—1p)" | V) A" + FE(vp_1v,_,)F".

Slutligen ger en omskrivning med hjalp av definitionerna att

AE (-1 — 1) (@p1 — Tp—1p) ' | V) AT + FE(vp_y vp_) ) F'
= ACov(zy_1 | V))A" + F Cov(v,_)F*
= AP, A" + FP,F",

vilket visar (3.17)). O
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For att kunna anvinda prediktionen (3.16) i sats for att bestdmma
korrektionen ({3.14) behovs forst nagra hjilpresultat. Foljande lemma &r en-
ligt [Ast70, Sats 7.3.3, s. 220].

Lemma 3.11. Ladt x, y, och ys vara simultant normalférdelade stokastiska vek-
torer. Anta att y, och y, dr oberoende och att kovariansmatriserna Py, och P,,

ar positivt definita. Da gdller att

E(x [ y1,92) = E(x | y1) + E(z | y2) — E(z).

E
Bevis. Lat y = o , da ar E(y) = (y1) och vi far att
Y2 E(ys)

= (E((@—E@) (s —Ew)") .E((z —E@) (. ~Ew))"))
= (Poyy Prys).

Eftersom y; och y, antas vara oberoende ges kovariansmatrisen for y av

P, O
Py = o P/’
Y2

observera att denna matris dr inverterbar eftersom vi antar att P, > 0 och
P,, > 0. Sats [3.6] ger nu att

E(x | y1,92) = E(z | y)
—E(z) + P,y P, (y — E(y))

Pl 0 K
]E(Q:) + (Pa:,yl Pa:,y2> Y1 71 yl (yl)
0 P, Y2 — E(y2)
(@) + Poy, P, (y1 — E(y1)) + Poy, P, (y2 — E(32))

E (
E(x) + Pry Py, (y1 — E(y1)) + E(2) + Poy, Py (y2 — E(y2)) — E(2)
E(z | y1) + E(z | y2) — E(z).
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Definiera skattningsfelet enligt & := x — @, dir skattningen & ges av (3.4)).

Da kan skattningsfelet for prediktionen respektive korrektionen betecknas med
Cﬁk‘l =X — C&k“, l < /{, och .’Ijk|k =Xy — -’ﬁk\k

Féljande hjilpresultat enligt [Ast70, s. 218-220] ger nagra anviindbara egenskaper

for skattningsfelet, bland annat att skattningsfelet  dr oberoende av métningen
Y.

Lemma 3.12. Ldt x och y vara simultant normalfordelade stokastiska vektorer.
Lit € =E(x | 0(y)) och & = x — &. Da gdller att & och y dr oberoende och att

x och x dar oberoende. Vidare gdller att
E(xz) =0 och Cov(x)= Cov(x|y) = Py.

Beuvis. Det ar klart att E(z) = E(x) — E(E(x | y)) = 0. Eftersom « och y &r
simultant gaussiska vektorer sa dr ocksa & och y simultant gaussiska vektorer.
Eftersom de dr gaussiska ricker det att visa att de adr okorrelerade. Kovarians-

matrisen for & och y blir med inséttning av (3.7)

Piy = E (&(y - E(y)")
~E ((sc ~E(x | y)(y - E(y))T>
~& (2~ (Blo) + Poa By (v~ 20)) (v — Elw)")
—E((z—E@)(y ~ E@)") - PoyP, E((y— Ev)) (y - Ew))")
=P,y — P, P, 'P,
~ 0.

Séledes ér y och & oberoende. Eftersom & = E(x | y) ar en funktion av y enligt
egenskap 2 i sats [B.18| s& foljer att & och & ar oberoende. Vidare da E(z) = 0

och x ar oberoende av y fas att

Cov(z) =E(zz') =E(zz" | y)
E((z—E(@|y)(z-E(x|y)" |y)
Cov(zx | y).
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Anmdrkning 3.13. Observera att enligt lemma fas att kovariansmatriserna

for skattningsfelen av prediktionen och korrektionen &r lika med kovariansmatri-

serna (3.12)) och (3.15)), det vill séga
COV(GZ'k”) = Pk;|l7 COV(iik‘k) = Pk:\k

For en given prediktion @y, [ < k, forvintas utsignalen vid tidpunkt % vara

Y := Cxyy och da definieras innovationen som

Y=Yk — Y, L <k, (3.19)

Innovationen ar alltsa den nya informationen som métningen vy, ger till skatt-
ningen @ av tillstandet x; [Kay93, s. 395|. Foljande hjilpresultat ger nagra

egenskaper for innovationen.

Lemma 3.14. Ldt {wy}r>0 vara gaussiskt vitt brus med vintevirdet noll,

Cov(wg) = Py, > 0 och wy dr oberoende av xy for varje k. Dd gdller for

innovationen (3.19) att
E(yk;) = 0.

Givet den tillhdrande kovariansmatrisen Py for prediktionen @y, fds kovarians-

matrisen for innovationen som
Py, =CPyC"' + GP,G" (3.20)

och denna kovariansmatris dr inverterbar di G antas vara surjektiv. Vidare dr

Yri oberoende av alla matningar yo, ...y, | < k.

Bevis. Med hjilp av ekvationen (3.2)) for utsignalen kan vi skriva innovatio-

nen (3.19) som

Uiy = Cxyp + Gwy, — Cxyy
= C(x — Zp) + Gwy (3.21)
= Cik\l + Gwy,.

Lemma ger att vintevérdet for skattningsfelet @, ar 0 och enligt antagandet
ar E(wyg) = 0, da &r

E(’gku) = CE(ik”) + GE(wk) =0.
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Enligt lemma [3.3] &r wy, och @,, oberoende for varje n, 0 < n < k, och ddrmed &r
wy, ocksd oberoende av Ey; = x), — Ty fOr varje [ < k. Da fas kovariansmatrisen

for innovationen som

Py, =E ((Qku — E(Gupr)) (Gapt — E(ﬂku))T)
=K ((Cﬁ:ku + Gwy,)(Cxy + ka)T)
= CE(& 2;,)C" + GE(w, w;, )G
=CP,C" + GP,G".
Vidare ger lemma att @y ar oberoende av matningarna yo,...,y; och da

foljer att innovationen (3.21)) ocksa &ar oberoende av dessa métningar.

Kovariansmatrisen ({3.20]) for innovationen &r inverterbar eftersom

y" (CP,C" + GP,G")y = (C'y)"Pyi(C"y) + (G"y)" P, (G"y)
(G"y)" P, (G"y)
0,

v

v

dir likhet giller da och endast dd GTy = 0. Da G ir surjektiv giller detta
endast da y = 0 och det foljer att P

g > 0 och saledes inverterbar. O

Féljande resultat ger korrektionssteget for Kalmanfiltret.

Sats 3.15 (Kalmankorrektorn). For | < k, lat &y, vara den optimala skatt-
ningen av tillstindet x; givet informationen Y, och lit Py vara den tillhérande
kovariansmatrisen. Dessa ges av Kalmanprediktorn i sats [3.10, Lat yy vara en

mdtning vid nuvarande tidpunkt k. Da ges korrektionen av
Tre = Trp + Kiwr, (3.22)
dir Ky dr Kalmanforstiarkningen definierad enligt
K := P, C"(CP,C" + GP,G")* (3.23)
och Yy Gr innovationen . Den tillhorande kovariansmatrisen dr
Py, = (I — K;,C)Py. (3.24)

Bevis. Da prediktionen @y, = E(xy | J)) r given sa bestdms ()}, yx;) entydigt
av (Wi, yr) enligt ypp = yp — CTy; och da giller foljande likhet

Zip = E(xr | Vi, yr) = E(xx | Vi, Grpr)-
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Lemma sdger att innovationen gy dr oberoende av informationen ) och
kovariansmatrisen Py, dr inverterbar. Da kan vi anvéinda lemma sats
och lemma for att fa
E(xy | Vi, 9ep) = E(zr | V1) + E(zr | grp) — E(zr)
= Ty + E(xzy) + P%QWP;C}Z (U — E(gup)) — E(ze)  (3.25)
= ',ik“ + Pwkvﬂkupgj;‘llgk”'

Lemma ger kovariansmatrisen Py

Vi kan skriva @, = Ty + T — Lpp = Tiy + Tiy och eftersom E(yy;) = 0 fas att

och vi beh6ver dnnu bestamma P,

k|l kUK

Pwk,ﬂku =E ((wkz - E(“%))@Eu)
_E ((:&W + iy — E(agy + a”ck“))g,?”) (3.26)
=E <(53k|z - E<i:k|l))’gl;r\l> +E <(53k|z - E(ﬂf?mz))@az)

Enligt lemma ar yr; oberoende av ), och eftersom &y; dr en funktion av )
fas att E <(53k|z — E(ﬁ:k“))gal) = 0. Enligt lemma [3.12| dr E(24;) = 0 och da ar

E ((i‘ku - JE(:;;W))gg”) +E ((i'ku — JE(:i:ku))g},?”) =E(Zqay).  (3.27)

Enligt lemma [3.3| & wy, och x, oberoende for varje n, 0 < n < k, och darmed

ar wy, ocksd oberoende av Ty = xy, — Ty fOr varje [ < k. Nu fas med inséttning

av (8:21) i (B27) att
E (& g,fll) =E (2 (CZyy + Gwy)")
= E(Zp Zy,)C" + E(Zp wy )G' (3.28)
= P,,C".

Insdttning av (3.20) och (3.28) i (3.25)) ger att

Ty = T + Pk|lCT(CPk|lCT + GPwGT)_lgku

= Ty + Ky

Den tillhérande kovariansmatrisen blir enligt (3.22), (3.21]), lemma och an-
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mérkning
Pk|k = COV(CNCk‘k)
=E ((z4 — @xp) (xr — Tapp) ")
=K ((wk — (C@k” + Kkgku)) (Cck - (C&k\l + Kkgkll))T)
=F ((ikll — Ki(Cyy + Gwy,)) (Ep: — Ki(Cyy + ka))T) (3:29)

—E (((I - KOy — KGuwy) (I~ KOy — KyGwy))

(I - K;.C) E(Zy Zy,)(I — K,C)" + K G E(w, wy ) (KG)"
= (I - K;C)P,(I - K;C)" + K;GP,G'K].

Vidare kan vi forenkla detta uttryck enligt

(I - K,C)P,(I - K;C)"' + K;,GP,G"'K
=(I- K.C)P,,— (I - K;,C)P,,C"K! + K,GP,G"K}
| \ k k

= (I - K;C)P,, — P,,C"K, + K,CP,,C"K, + K;,GP,G"K]
= (I - K;C)Py, + (K;,CPyC" + K,GP,G" — P, ,C") K,/
= (I - K;C)Py, + (K;(CPyC" + GP,G") — P,,C") K,/
= (I - K;C)Py, + (PyC" — P,,CK;;
= (I - K;C)Py,
vilket visar (3.24)). O

Anmdrkning 3.16. Observera att
K,CP,, = P,,C"(CP,C" + GP,G")'CPy; > 0

och da ar
Py = Py — K;,CPy < Py

Den tillhorande kovariansmatrisen for korrektionen ar alltsd mindre &n den till-

hérande kovariansmatrisen for prediktionen.

Kovariansmatrisen pa sista raden i ar i Josephs form och den &r att
foredra i numeriska berédkningar eftersom den sikerstéller att Py, dr symmetrisk.
Avrundningsfel kan fororsaka att inte dr positivt definit, vilket krivs av
teorin. En anméarkningsvird egenskap for prediktionen och korrektionen samt

deras tillhérande kovariansmatriser ar att de kan ges som rekursiva formler, enligt
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satserna och Saledes behovs alltsa endast den foregaende optimala
skattningen for att berdkna nédsta optimala skattning och tidigare skattningar
ger ingen ytterligare information. Detta &r den sa kallade Markovegenskapen for

stokastiska processer.

3.3 Stationart Kalmanfilter

Som péapekades i anmirkning [3.8] behivs E(zg) = myg och Cov(zg) = Py som
startvirden for att kunna rekursivt berdkna den optimala skattningen av till-
standet. Under vissa villkor konvergerar kovariansmatrisen och saledes Kalman-

forstarkningen till stationédra virden, som dr oberoende av startvirdet P,. Den
tillhorande kovariansmatrisen for korrektorn enligt (3.24) &r

Py, = (I — K;,C)Pyjj—_1.
Med insdttning av Kalmanforstarkningen fas att
Py = Pyi-1 — Pyp—1C" (C Py C" + GP,G") 'C Py (3.30)
Prediktorns kovariansmatris vid tidpunkt k + 1 &r
Py = AP, AT + FP,F". (3.31)

Beteckna X := Py och lat P, = JJU for nagon n x ¢ matris J. Da ger
insattning av (3.30)) i (3.31) att
;= A(Pyi—1 — Pyp—1C (CPyy_1C" + GP,G")'CPy_1) A" + FP,F*
=AY, A"+ FJJ'F' - AY,_ CT(C%_.C" +GP,G")'Cx;_ AT,
(3.32)

Detta liknar Riccatiekvationen (2.29)) for deterministisk optimal reglering och ett

liknande resultat fas for konvergens. Resultatet foljer direkt fran sats [2.23

Sats 3.17. Anta att P, > 0, P, > 0, G surjektiv, matrisparet (C, A) dr de-
tekterbart och matrisparet (A, FJ) dr stabiliserbart, dir JJ* = P,. Beleckna
losningen vid tidpunkt k = N till (3.32)), startad fran o, med X n(3g) och lat

K(%)=xCc*(c=Cc'+GP,G")". (3.33)
Da gdller féljande pastienden:
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Det finns en entydig matris X_ > 0, oberoende av X, sd att

lim EN(E()) =>_.

N—oo

Matrisen ¥ _ satisfierar den algebraiska Riccatiekvationen
> =AXA'"+ FP,F' - AxXC"'(CxC" + GP,G") 'CzA" (3.34)

och matrisen A— AK (%_)C ar stabil. Vidare gdller att om matrisparet (A, FJ)
ar styrbart sa dr X_ > 0.

Eftersom matrisen 3 _ ar entydig sa kan vi beteckna den tidsinvarianta Kal-

manforstarkningen med
K=K )=x cCc'cz.c'+GpP,G")™* (3.35)
och det stationdra Kalmanfiltret ges av
Tp1 = Az, + Buy + AKyy, (3.36)

dar gy = yp—Cxy. Detta system har en liknande form som Luenbergerobservato-
ren (2.13) och dr en tillstandsobservator till det stokastiska systemet (3.1)—(3.2)),
det vill sdga

T 1 = Axy + Buy + Fuy, (3-1)
yr = Cxy, + Gwy,. (3.2)

Skattningsfelet ges av @, = xp — @y, sa felsystemet ar

Tht1 = Tyl — Thpt
= Az, + Buy + Fv, — (Azp + Bu + AKyy)
= A(zy — @) + Fo, — AK (y, — Cy,)
= A(xy — @) + Fv, — AK(Cx + Gwy, — Cy,)
— (A - AKC)&, + Fv, — AKGuw.

Skattningsfelet dr alltsa ett stokastiskt system med systemmatrisen A — AKC
och vitt brus n, = Fv, — AKGw; med vinteviardet noll och kovariansen
FP,F" + AKGP,(AKG)". Om antagandena i sats ar uppfylda s ar
matrisen A — AK C stabil och da kovergerar det stationira Kalmanfiltrets till-
stand mot det stokastiska systemets tillstand.
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Sambandet mellan det stationira Kalmanfiltret och prediktorn samt korrek-
torn i denna avhandling fas enligt foljande. Prediktionen som ges av sats [3.10
ar

Tir1p = AZy, + Buy, (3.37)

dar @, ar korrektionen i sats det vill sidga
Lk = Tpjp—1 + KiYrjp—1- (3.38)

Insdttning av (3.38)) 1 (3.37) ger

Tiy1k = A(Zpp—1 + KipYpjp—1) + Buy,
= AZy—1 + Buy + AK Y-,

vilket dr pa formen (3.36), med tidsvariant Kalmanforstiarkning. Da villkoren i
sats ar uppfylda kovergerar K mot den tidsinvarianta (3.35]).

3.4 Sampling av tidskontinuerliga stokastiska sy-

stem

Hittills har tidsdiskreta stokastiska system behandlats och hur man bestammer
en optimal skattning av tillstandet baserat pa tillginglig information, sa att det
kvadratiska medelfelet minimeras. Modellerna for systemen &r forstas oftast tids-
kontinuerliga. Fragan dr om ett tidskontinuerligt stokastiskt system kan samplas
sa att det diskretiserade systemet har samma stokastiska egenskaper som det
tidskontinuerliga systemet vid samplingstidpunkterna. Bruset for tidskontinuer-

liga system modelleras med Brownsk rérelse, ocksa kallad Wienerprocess.

Definition 3.18. En Wienerprocess {Wi}i>o i R péa sannolikhetsrummet
(Q, A, P) uppfyller f6ljande villkor:

1. Wy =0.
2. Fort > 0 ar W, ~ N(0,0%t).

3. For 0 <t; < ... <t galler att inkrementen Wy, —W,, ..., Wy, —W,, ar

oberoende.
4. For varje w €  ar t — Wi (w) kontinuerlig.
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Definition 3.19. En process {W;}is0 := {(w® w® . w™ ) }zo i R” kallas
en n-dimensionell Wienerprocess om dess komponenter Wt(l), Wt@), cee Wt(n) ar

oberoende endimensionella Wienerprocesser.

Definition 3.20. Autokorrelationsfunktionen rx(t1,t2) for en stokastisk process
{X:}i>0 definieras som
rx(t, 1) == E<Xt1X;fl;)'

Om autokorrelationsfunktionen beror endast pa skillnaden 7 = t—s, s < t, skrivs

rx(r) == E(X.X,,).

Definition 3.21. En tidskontinuerlig stokastisk process {X;}icr ar svagt statio-

ndr om det géiller att
1. E(X;) = u, for varje t € R,
2. ’l“x(tl,tg) = Tx(tl — tg), for Varje tl,tQ e R.

Foljande lemma foljer direkt fran definitionerna.
Lemma 3.22. Lit {W;};50 = {(w® w® . w ) Veao vara en Wienerprocess,

diir W ~ N(0,02t). Dé ir {W;}i>0 en svagt stationdr process och det giller
att
olr 0
rw (1) = Cov(W,) = = Pwr.
0 o’

Matrisen Pw kallas ibland inkrementella kovariansmatrisen fér processen Wi.

En stokastisk differentialekvation ar av formen

da(t) = (Az(t) + Bu(t))dt + HdW;,,

(3.39)
x(0) = o,
dar W, ar en Wienerprocess. Losningen ges av en stokastisk integral, for vilken
teorin dr omfattande och kan lésas i till exempel |[Oks98|. Hér ges endast resul-
tatet som diskretiserar systemet, enligt |Ast70, Sats 3.10.1, s. 84|, modifierad att
ocksa innehalla styrsignalen w(t) som samplas med nollte ordningens hallkrets
pa samma sdtt som i avsnitt for deterministiska system.
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Sats 3.23. Lit T > 0 vara samplingstiden. Da fas att systemets (3.39) tillstand
vid de diskreta tidpunkterna t, = kT, k=0,1,... dr

L1 = Ad(T)ile + Bd<T)’U,k + vy, (340)
ddr .
AyT) = e och By(T) ::/ eA7drB.
0

Processen {vy}x>o ar gaussiskt vitt brus med vantevirdet noll och kovariansma-

trisen -
P, = / Ay T)HPwHT A} (7)dr, (3.41)
0

ddr Py dr inkrementella kovariansmatrisen for Wienerprocessen Wy i (3.39)).

Exempel kan nu utvidgas med storningar. Systemet samplas och sedan
kan Kalmanfiltret tillimpas pa det diskretiserade systemet for att estimera po-

sitionen.

Exempel 3.24. Lat storningarna vara i form av dndringar i acceleration i  och

y riktningar. D4 kan tillstandsekvationen i exempel 2.3|skrivas som en stokastisk

differentialekvation
dxq 0010 1 0 0
d 0 0 01 00 d
T2 _ 2 ar . (3.42)
dfl]g 0 00O T3 10 dUQ
dzy 0 00O Ty 0 1

dar x1, xo ar x respektive y positionen, x3, x4 ar hastigheten i x respektive y
riktning och dvy, dvg r storningar. Ekvation (3.42) ar pa formen

dx(t) = Ax(t)dt + HdV,

och detta diskretiseras med samplingsperioden At. Den diskreta tillstandsekva-
tion for systemet &r

Lr+1 = Aswk + V.

Sats ger att
1 0 At 0
A _pan_ |01 0 Arf
0 0 0
00 0
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vilken beréiknades redan i exempel [2.3]. Processen {vy},>0 dr gaussiskt vitt brus

med véanteviardet noll och kovariansen blir enligt sats |3.23

At
P, = / e H Py (eA*H) " ds.
0

Vi har att
1 0 s 0 00 s 0
010 00 0
JASET s _ S
0010 10 10
000 0 1 0 1

o g2, 0 . . . v .
Lat Py = ( o' 2 ) vara inkrementella kovariansmatrisen for Wienerprocessen
v2
V,, da ar

O »
-~
Oeqw
[
CQMO
[\
~_
-~
O »
»w O
o =
)
~
QL
V)

S
/At 0
P, =
0 1
0

At 2 2
0 o5ys 0 058
= vz v ds (3.43)
0 o2s 0 o4 0
0 o%s 0 o
o2 (3At)3 0 ovl(QAt) 0
0 o2, (At)3 0 o2, (At)?
_ 3 2
wm@ g 2AL 0
0 mB g 2N

Lat méatbruset vara gaussiskt vitt brus med vinteviardet noll och kovariansma-

trisen

P,= (" 0. (3.44)

w2

Den tidsdiskreta modellen av systemet ges nu av

Ty = Az + vy, v, ~ Ny(0, P,),
yk:ka+wk, wkNNQ(O,Pw),
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dér systemmatriserna ges av

10 At 0
01 0 At 1000
A= Cc=
00 1 0 0100
00 0 1

och kovariansmatriserna ges av (3.43)) samt ({3.44].

For att se hur estimatet som ges av prediktionen eller korrektionen avviker
sig fran det verkliga tillstandet och métningen har detta simulerats med MAT-
LAB. Koden for programmet finns i bilaga [C.1] Bilens starttillstand aq viljs
slumpméssigt enligt en normalférdelning med véntevirdet my = 0 och kovari-
ansmatrisen P, = I. Varianserna for processbruset och métbruset antas vara
021 = 0oy = 1,00, = 025 = 1 och samplingsintervallet siitts till At = 5. Da ir

processbrusets kovariansmatris fér det diskretiserade systemet

0.0003 0 0.0050 0

0 0.0003 0 0.0050
0.0050 0 0.1000 0

0 0.0050 0 0.1000

Prediktionen ges av
Ty = ALy 1), P, = APk—uzAT + P,

och korrektionen ges av

Lk = Tppp—1 + Ki(yp — CZppi—1),

K; = Pyy,C*(CP,,_,.C" + P,) ™,

Py, = Py — K ,CPy—.
Prediktionen av starttillstandet ar

Loy =my=0, Py, =F =1

En simulering med dessa parametrar dir méitningen gors vid varje steg och
saledes kan korrektionen anvindas vid varje steg illustreras i figur Anvand-
ning av samma bana och storningar men métningar vid var fjarde steg, sa att
prediktionen anvinds for att estimera positionen vid de Ovriga tidpunkterna,
illustreras i figur
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35 T T T T T T T
- %  Starttillstand
: . . — — — — Verklig position
30F ° S, . Matning g
Estimat
25 7
20 .
151 7
10 :
5 - -
0
-7 1

Figur 3.1: Simulerad bana, méitningar och skattning av positionen enligt Kal-

mankorrektorn.
35 T T T T T T T
- %  Starttillstand
—\‘\ — — — — Verklig position

30 F - Métning e

- Estimat
25 7
20 r A
15 7
10 A
5 L -

— %

0 ' *

-7 -6 -5 -4 -3 -2 -1 0 1

Figur 3.2: Samma bana som figur 3.1} métningar vid var fjarde steg och skattning

av positionen enligt Kalmanprediktorn.
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Kapitel 4

Optimal stokastisk reglering

4.1 Reglerproblemet

I avsnitt bestamdes den optimala reglersignalen som minimerar den kvadra-
tiska kostnadsfunktionalen for det linjira deterministiska systemet (2.7).
Motsvarande fundamentala stokastiska reglerproblem ar det linjdrkvadratiska
gaussiska reglerproblemet eller LQG-problemet (eng. linear-quadratic-Gaussian
control problem) for linjara system med vitt brus. Da tillstandsvektorn dr sto-
kastisk blir kostnaden en stokastisk variabel och kostnadsfunktionalen for
stokastiska reglerproblemet viljs att vara vintevardet av och betecknas

med

N-1
In(zo,u) :=E (Jy(zo,u)) =E (m%SNmN + Z(mEka + uERuk)> . (4.1)

k=0
Analogt med deterministiska fallet anvinds hér en kostnadsfunktional med dndlig
tidshorisont.

For att bestimma den optimala reglersignalen, som minimerar , ar det
viktigt att specificera vad som &r en tillaten reglersignal. Den tillgdngliga in-
formationen som anvinds for att reglera systemet &r métningar av systemets
tillstand vid olika tidpunkter, som paverkas av brus. Om C' = I och G = 0 i ek-
vation for métsignalen sa ar y, = xy, det vill siga métningen ger det exakta
vardet pa tillstandsvektorn xy. I detta fall ger inga andra féregaende métningar
nagon ytterligare information om tillstandet och da kan den tillatna reglersig-
nalen vara en funktion av tillstandet, uy, = f(xy), det vill siga regleringen ar i
form av tillstandsaterkoppling och behandlas i avsnitt
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Vanligtvis &r matriserna C # I och G # 0, det vill séga det exakta virdet pa
tillstandet ar inte tillgdngligt. Da ger méngden Y, det vill sdga starttillstandets
fordelning (my, Py) samt tillgdngliga métningar y;,,...,v;, 0 < jo < ... <
Ji < k, den tillgdngliga informationen for systemet vid tidpunkt k. Da kan den
tillatna reglersignalen endast vara en funktion av denna information, det vill siga
up = (V)

Den optimala skattningen av tillstandet @;, som ges av Kalmanprediktorn
i sats [3.10] eller Kalmankorrektorn i sats [3.15] anvénder ocksa den tillgdngliga
informationen Yy, det vill sdga &, = g()). Reglersignaler av formen u;, = f (@)
ar alltsa tillatna. I detta fall anvénds dterkoppling av det skattade tillstandet och
behandlas i avsnitt [4.3]

Det stokastiska reglerproblemet kan enligt [Ast70, s. 258] formuleras pa fol-

jande séitt:

Problem 4.1. Hitta en tillaten reglersignal for det stokastiska systemet

Ty = Az + Buy, + Fuy, (3.1)
yr = Czy + Gwy, (3-2)

sd att den kvadratiska kostnadsfunktionalen
N-1
In(xo,u) =E (CE%SNCBN + Z(mEka + ugRuk)) (4.1)
k=0
minimeras.

Analogt med deterministiska fallet gors forst en omskrivning av uttrycket
innanfor vinteviirdet i kostnadsfunktionalen (£.1)) enligt foljande lemma [Ast70)
Lemma 8.6.1, s. 278|.

Lemma 4.2. Anta att Sy >0, Q >0 och R >0 i (4.1) och lat

L,=(B"S..B+R)'B"S; A, [2.18)
Sy =A"S, 1A+ Q- ATS, 1 B(B'S, B+ R)"'B'S, 1A, (2.19)

for varje k=0,... N — 1.
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Da gdller att

N-1 N-1
a:]TVSNa:N + Z(:cg(,)wk + u;fRuk) = a:OTSowo + Z ngTSkHka
k=0 k=0
N-1
+ (uk + Lkwk)T(BTSk+1B + R) (U/k + Lk:ck) (42)
k=0
N-1
+ 2 ’UgFTSk_;,_l (Awk + B'U,k)
k=0

Bevis. Analogt med beviset av sats [2.18] skriver vi om uttrycket i vinstra ledet
av (4.2)) med anvindning av tillstandsekvation (3.1)). Da fas att

N-1
TN STy + Z(mgka + u; Ruy,)
k=0
N-1
T T T T
=x,Soxy + $k+15k+1$k+1 —x, Sk + ¢, Qxy + uy, Ruk)
k=0
N-1
= lB[]FSO.’BO + (%EQIBk + ’U;;fR’LLk — zc;fskwk)
k=0
N-1

+ (Axy + Buy + Fop)' S (Axy + Buy, + Fuy,)

iy

(e
\2
A

= CI:ESOCEO + (mEka + ugRuk — wgskmk)

\2

—
B
I
o

N-1
+ (ACCk + Buk)TSkJrl (Aa:k + B’U,k) -+ ’U];FIPT‘S']CJA1‘7"1)1C
0

=0 k=
N-1

+ 2 Z UEFTSkH(A:ck + Buy,).
k=0

Eftersom Sy >0, Q > 0 och R > 0sa ar Sy, > 0 for varje £ = 0,..., N enligt
lemma [2.21|. D& ger lemma att

=

N-1 N-1
xhSyTy + Z(az,?Qa:k + u! Ruy,) = x) Soxzo + Z v F'S,, 1 Fu,
k=0 k=0
N-1

+ (uk + Lk.’L‘k)T<BTSk+1B -+ R)(U,k -+ Lkzck)

??‘

=0
N—

+ 2 Z’UTF Sk+1 ACL‘k—i-B'U,k)
=0

,_.
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De flesta termer i (4.2) &r av kvadratisk form och foljande lemma en-
ligt [Ast70, Lemma 8.3.3, s. 262| ger en enkel formel for att berikna vintevirdet

av kvadratisk form.

Lemma 4.3. Lat € € R™ vara en stokastisk vektor med vintevdrdet mg och

kovariansmatrisen P,. For en godtycklig matris S € R™"™ gdller att
E(x'Sz) = mL.Sm, + tr(SP,).

Bewvis. Vi har att
E(z'Sz) =E ((x — m,)"' S(x — my) + m_ Sz +z' Sm, — m,Sm,)

=E ((x — my)" S(x — m,)) + mySE(z) + E(z")Sm, — m_Sm,

=E ((z — my)" S(x — my)) + m, Sm,.

(4.3)
Eftersom (x — m,)"S(x — m,) ir en skaldr sa giller att
E ((x —mg) S(x —m,)) =E (tr ((x — my)"S(z — mw))>

Vidare eftersom tr(AB) = tr(BA) sa ar

E (tr ((x —my)"S(x — mm))> =E (tr (S(x —my)(x — mm)T)>

Sparet dr summan av diagonalelementen och vintevirdet av en summa &r sum-
man av vanteviardena sa kan vi byta ordningen pa operationerna for vintevirdet

och sparet for att fa

E (tr (S(w —my)(x — mw)T)) = tr (IE (S(:L' —my)(x — mw)T))
— tr (SE (@ — ma)( — mm)T)) (4.4)
=tr(SPy).

Insittning av (4.4]) i (4.3) ger pastaendet. O

Anmdrkning 4.4. Observera att lemma kan ocksa anvindas for betingade
vintevirdet av kvadratisk form. Om E(x | y) = my)y och Cov(x | y) = Py sa
géller att

E(x"Sxz |y) = mg‘ySmm\y + tr(SPyyy),

vilket bevisas pa samma sitt som beviset fér lemma 4.3
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4.2 Minimering av kostnaden genom tillstandsa-

terkoppling

I detta avsnitt bestdms reglersignalen som minimerar kostnaden da den tillatna
reglersignalen dr en funktion av tillstandet, det vill sdga da méitsignalen ger
exakta virdet pa alla tillstandsvariabler och paverkas inte av nagot métbrus.
Féljande lemma, som #r en omformulering av |Ast70, Lemma 8.3.1, s.260],
implicerar att operationen att minimera kostnaden (4.1)) med avseende pa regler-
signaler som ar funktioner av tillstandet kommuterar med operationen att ta

vantevardet av kostnaden.

Lemma 4.5. Anta att den tillitna reglersignalen dr en funktion av tillstandet,
u = f(x), f : R" — R™. Vidare anta att funktionen l(x,w) antar ett minsta
vdirde 1 ett entydigt w for varje givet vdrde pa den stokastiska vektorn x.
Da gdller att
minE (I(z,u)) = E (minl(z,u)).

u u

Bevis. For varje tillaten reglersignal f(x) géller att
U(w, (@) > min (@, v),

varfor enligt (B.11]) fas att

E (I(z, f(z))) > E (mini(z,u)).

u

Minimering av vénstra ledet med avseende pa alla tillatna reglersignaler f(x)
ger att
minE (I(z,u)) > E (minl(z, u)). (4.5)

u
Lat u*(x) beteckna vérdet pa w for vilken [(x,u) antar sitt minsta virde. Ef-

tersom w*(x) ar en tillaten reglersignal géller samtidigt att

E (minl(z,u)) = E ([(z,u*(x))) > minE ({(z,u)). (4.6)
Pastaendet foljer fran olikheterna (4.5) och (4.6)). O

Nu kan reglersignalen som minimerar kostnadsfunktionalen (4.1]) for det sto-
kastiska systemet med tillstindsekvationen (3.1)) bestimmas enligt [Ast70, Sats
8.6.2, s. 281], da det exakta tillstandet ar tillgingligt.
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Sats 4.6. Det finns en folyd av entydigt bestimda reglersignaler u* = {u;i}liv:_ol,

dir wy = f(xg) for varje k, till systemet

Tpp1 = Az + Buy + Fuy,

Y = Tk,
som minimerar kostnadsfunktionalen (4.1). Vidare gdller att

u};:—Lkwk, kZO,...,N—l,

dir Ly ges av (2.18)—~(2.19), som i sats[2.1§ for deterministiska fallet. Den mi-

nimala kostnaden ar

N-1
min lN(CE(), ’U,) = 'mOTSOmO + tI’(S()Po) + Z tr(FTSk+1FPU),
k=0

dir mqy och Py dr vintevdrdet respektive kovariansmatrisen for xg och P, dr

kovariansmatrisen for processbruset {vg tr>o.

Bevis. Enligt lemma [4.2] ir kostnaden (4.1)) lika med

N-1
In(xo, u) = E(x) Soxg) + Z E(v{ F* Sy 1 Fvy)
k=0

=

-1
0

ol

N-1

k=0

Lat u, = f(xy) for nagon funktion f. Eftersom wy &r oberoende av xj enligt
lemma [3.3] s4 dr ocksa vy oberoende av wy, vilket ger att

N—-1
> E (vi F'Sp1(Azy + Buy)) =0. (4.8)
k=0

For de 6vriga termerna kan vi anvianda lemma [4.3] For det forsta har vi att
]E(CCOTSOwo) = mOTSOmo + tI‘(SO_PQ). (49)
Da E(vi) = 0 och Cov(vy) = P, fas for det andra att

E(UEFTSk+1FUk) = ]E(Uk)TFTSk+1F E(’Uk) + tr (FTSk+1F COV(Uk))

(4.10)
= tr(F'S, ., FP,).
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Vidare eftersom (BTSy,1B + R) > 0 si giller att
ln(zr, wp) = (u + Lyaey)" (BT Spa B + R)(uy + Lywy) > 0
och likhet giller da och endast da uy + Liyxy, = 0, eller
wy = —Lyxy. (4.11)

Da har [ (g, ug) ett minsta virde 0 med avseende pa wy for varje k och wuy
bestdms entydigt for varje virde pa @y enligt (4.11). Lemma ger att

min £ ((’U,k =+ Lkmk)T(BTSkHB + R)(’U,k —+ Lkmk))

Uk

Minimala kostnaden fas med instéttning av (4.8)), (4.9)), (4.10) och (4.12)
i (4.7) som
N-1
min ZN(wo, ’U,) = mOTS()m() + tI‘(S()Po) + Z tr(FTSk+1FPU)

h=0
N-1
+ > minE ((ug + Lyay) (B Sp1 B + R)(uy, + Liay))
ug

k=0
N-1

= mOTSOmO -+ tr(S()P()) + Z tI‘(FTSk+1FPv),

k=0

da up = —Lyxy, for varje k =0,..., N — 1. O

Observera att reglersignalen héir dr densamma som i deterministiska fallet,
det vill siiga processbruset paverkar inte valet av reglersignalen ifall systemets
tillstand kan métas exakt vid varje tidpunkt. Processbruset ger dock upphov
till en storre minimal kostnad &n om systemet inte hade brus, jAmfor med den
minimala kostnaden for deterministisk optimal reglering .
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4.3 Minimering av kostnaden genom aterkoppling

av det skattade tillstandet

Kalmankorrektorn ger den optimala skattningen @, av tillstandet =, i
minstakvadratmening, givet métningen y; och informationen )Y, | < k. Kal-
manprediktorn ger den optimala skattningen & av tillstandet x; da méatningen
Yy, saknas. Pa basen av den bista tillgingliga optimala skattningen kan

reglersignalen som minimerar kostnadsfunktionalen

N—-1
In(zo,u) =E <m}SNwN + > (xh Qay + uERuk)> (4.7)

k=0
bestimmas. Reglersignalen w; i detta fall &r en funktion av den tillgingliga

informationen ), upp till och med tidpunkten k. Enligt lemma [4.2] och ekvatio-

nerna (4.9) och (4.10) kan kostnadsfunktionalen (4.1)) skrivas som
N-1
In(xo, u) = mg Symyg +tr(SoPy) + > tr(F'Sp 1 FP,)

k=0
N-1

+ Z E ((us + Lyxy)" (B Sp1B + R)(ug + Lyxy))

k=

Z o

-1
=0

=

Enligt antagandena for processbruset och métbruset dr v, oberoende av
som visades i lemma . Vidare eftersom w, = f(Vk), det vill siga u, =
f(yo,...,yx), och v, ar oberoende av y, for varje n = 0,...,k, enligt lem-
ma foljer att v, dr oberoende av ug. Diarmed ar alla termer i sista summan
lika med noll, det vill sdga

N-1
ZN(CC(), U) = mgSOTmO + tr(S()PQ) + Z tI‘(FTSkJrlFPv)

k=0
. (4.13)

+ Z E ((’U,k + Lkwk>T(BTSk+1B + R)(’U,k + Lk:ck))
k=0

For att minimera termerna [E ((uk + Lyxy)t (BYS, 1B+ R)(uy, + Lkmk)) s&
behovs ett liknande hjalpresultat till lemma dér minimeringen nu gors med
avseende pa reglersignaler som &r funktioner av det skattade tillstandet. Foljande

lemma #r en omformulering av [Ast70, Lemma 8.3.2, s. 261].
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Lemma 4.7. Anta att den tillatna reglersignalen dr en funktion av mdtsignalen,
u = f(y), f: RP — R™. Vidare anta att funktionen g(y,u) = E (l(a:,y,’u,) ] y)
antar ett minsta vdirde i ett entydigt w for varje givet virde pa den stokastiska
vektorn y.

Da gdller att

rnuinIE (l(m,y,u)) =FE (muing(y,u)) =E (mulnE (l(w,y,u) | y))

Bevis. For varje tillaten reglersignal f(y) galler att

9(y. f(y)) = ming(y, u),

eller
E((z,y, f(y) | y) = minE ((z,y,u) | y),

varfor enligt fas att
E(E(i(z.y, /() | y)) > E (minE (i(z,y,u) | y)).

dar vinstra ledet kan skrivas med egenskap 3 i sats som

E (E (l(z,y, f(y)) | y)> =E (I(z,y, f(y)))-

Minimering av vinstra ledet med avseende pa alla tillatna reglersignaler f(y)
ger att
minE ({(z,y,u)) > E (minE(l(z,y,u) | v)). (4.14)

Lat u*(y) beteckna virdet pa u for vilken g(y,w) antar sitt minsta virde. Ef-

tersom u*(y) ar en tillaten reglersignal géiller samtidigt att

E (9(y, " (y))) = minE (g(y, u)),

det vill sdga

E (minE(l(z,y,v) | y)) > minE (I(z,y,u)). (4.15)
Pastaendet foljer fran olikheterna (4.14) och (4.15)). O

Vi kan nu bevisa foljande sats som dr huvudresultatet i denna avhandling.
Satsen dr en generalisering av [Ast70, Sats 8.6.3, 5.282] och ger 16sningen till
LQG problemet ocksa ifall métningar inte gors vid varje tidpunkt.
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Sats 4.8. Det finns en entydig reglersignal u* = {u}}1 -, dir uj = f(V) for

varje k, till systemet

Ty = Az + Buy + Foy, (3.1)
yr = Cxy + Gy, ()

dir xy ~ Np(mg, Py), vy ~ N,(0, P,) och wy, ~ N,(0, P,), som minimerar
kostnadsfunktionalen (4.1]).

Reglersignalen ges av

. —LyZye, om y, € Vi,
’U,k —
—LiZyp,  om yi & Dk,

dir i ges av Kalmanprediktorn (3.16)) och Ty ges av Kalmankorrektorn (3.22)).

Aterkopplingsmatrisen fis som i deterministiska fallet enligt
L,=(B'S,.B+R)'B'S;,.,A, k=0,....N—1 2.18))

dir Si, k=0,...,N — 1 dr ldsmingen till Riccatiekvationen
Sy =A"Si 1A+ Q- A'S, 1 B(B'S,.1B+ R) 'B'S 1A (2.19)

med begynnelsevirdet Sy, och matriserna Sy > 0, Q > 0 och R > 0 dr givna 4
kostnadsfunktionalen (4.1)).
Vidare dr den minimala kostnaden

N-1

min ZN(CL‘(), ’U,) = mgSOmo + tI‘(Sopo) + Z tr(FTSk+1F)
k=0
N (4.16)
—|— Z tI‘(Pk”LEBTSk_HA),

k=0

dér kovariansmatrisen Py ges av (3.17)) for prediktorn om | < k eller av (3.24)
for korrektorn om | = k och yy. ar tillginglig.

Beuwis. Lat f(yl, 'U,k) =K ((’U,k + Lkazk)T(BTSkHB + R) (’U,k + LkiL‘k) | yl), dar
uy, = g())) och [ < k. D& far vi enligt anmirkning [4.4] att

E ((’U,k -+ Lkin)T(BTS/H_lB + R)(Uk + Lkmk) | J/l)
= E(uy, + Ly | V)T (BT Sk B + R)E(uy + Ly, | V) (4.17)
+ tr (B"Sk11B + R) Cov(ui + Ly | V).
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Eftersom u, dr );-métbar ger sats [B.18| att
E(uk + Lx,, ‘ yl) =u, + Ly E(wk ’ yl) = U + Lkﬁ}k\l (4.18)

och
Cov(uk + Lkmk | yl) = Lk COV(CIS‘k | yl>Lk = LkPkﬂLk (419)

Nu fas att
E ((’U,k + Lkwk)T(BTSk+1B + R) ('U,k + Lkmk) | yl)
= (ug + Ly@gp) " (BT Sy11B + R)(uy + Lidy)
+ tr (B*Sy41B + R)L Py Ly ). (4.20)
Eftersom (BT S; 1B + R) > 0 sa ir
(wi + L&) (BT Sji1B + R)(uy, + L) > 0,
dér likhet fas da och endast da wy + Ly, = 0, eller

Funktionen (), u;) har alltsa ett minsta virde med avseende pa wuy for varje
k och bestdms entydigt for varje virde pa @y enligt (4.21). Vi kan nu anvénda
lemma [4.7] och far att

minlE ((uk =+ Lkmk)T(BTSk+1B + R) (uk + Lkwk))

Uk

=K (minE ((uk + Lka:k)T(BTSkHB + R) (uk + Lkillk) | yl)) (4.22)

U
Insdttning av (4.20) 1 (4.22)) ger nu att
min E ((uk + Lkwk)T(BTSk+1B + R) (uk + Lkwk))
uy

= (H&tﬂ(uk + Lkii?k|l>T(BTSk+1B + R) (uk + Lk.’ik“))

(4.23)
+ tr ((BTSk+1B + R)LkPk”Lg)
= tr ((B"Sp+1B + R)L, Py, Ly,
dér minsta virdet antas da wy, = — L&y, Vi kan skriva om (4.23)) med insdttning
av Ly och da tr(AB) = tr(BA) far vi att
tr (B"Sg1B + R)Ly Py L})

= tr (Py, Ly, (B"Sk11B + R)(B"S.1B+ R) 'B"S)1 A)
= tr (Pk|lLEBTSk+1A).
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Minsta vérdet (4.16) pa kostnadsfunktionalen (4.1)) fas nu enligt (4.13)), (4.23)
och (4.24) som

N-1

min Iy (o, u) = my Sy mg + tr(SoPy) + Z tr(F* Sy 1 F)
k=0
N-1
+ Z mln]E ((uk + Lkmk)T(BTSkHB + R)(’U,k + Lk,’mk>)
Uk
k=0
N-1
= mE)FSOng -+ tl"(S(_)PQ) -+ Z tr(FTSk+1F)
k=0
N-1
+Y tr (PyL{ B S A),
k=0
da up = — L2y for varje k =0,...,N —1och [ < k. O

Anmdrkning 4.9. Som papekades i anméirkning[3.16&r den tillhrande kovarians-
matrisen for korrektorn mindre &n for prediktorn. Detta ger att minsta kostnaden
for regleringen fas om méatningar ar tillgangliga vid varje tidpunkt, sa att korrek-
torn kan beriknas vid varje steg och den anvinda reglersignalen beridknas som

aterkoppling av det skattade tillstandet fran korrektorn.

4.4 Optimal reglering av tva kopplade elnitverk

Problemstéllningen med kopplade elnétverk ar att reglera referenspunkterna for
belastningseffekten pa bada nétverken sa att frekvensen pa nétverken halls kon-
stant. Det intressanta med kopplade ndtverk dr att om det ena nitverket utsitts
for en stor &ndring i belastningen sa kommer mera effekt floda fran det ena nét-
verket till det andra och referenspunkterna behover dndras for bada nétverken.
For regleringen anvinds vanligtvis en PI- eller PID-reglerare, men hir anvinds
linjarkvadratisk reglering, dér tillstandsvariablerna for systemet estimeras med
Kalmanprediktorn eller Kalmankorrektorn. For teorin om elndtverk och hur ek-
vationerna nedan beskriver systemet héinvisas ldsaren till [Kun94|. Ekvationerna
och anvinda parametrar har tagits ur artiklarna [AA11], [PMH13|, [Ros+13]
och [Sha+16] som studerats for detta dndamal.
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Tva kopplade elnédtverk beskrivs av foljande differentialekvationer:

di{fi = — 7 Af = SEAP 4 BEAPyeen, — SEAPL,  j A4, (4.25)
% = —7APgi + 70 APret, — 7o Afi (4.27)
% =211 (Afi = Afy), T #1, (4.28)

dér indexen ¢ och j betecknar vilket elndtverk det &r. Beteckningen A anvinds
for att betona att tillstandsvariablerna ar avvikelser fran det stationéra virdet.

Parametrarna och variablerna for nitverket forklaras i tabell 111

Parameter Beskrivning
Tp; Elsystemets tidskonstant
Kp; Elsystemets forstarkning
Tr; Angturbinens tidskonstant
e Centrifugalregulatorns tidskonstant
R; Angturbinens reglerparameter
T;; Kopplingslinans tidskonstant
fi Frekvens
Prech Mekanisk effekt
Pr; Frekvensoberoende belastning
Pg; Angturbinens effekt
P, Referenspunkt for belastningsetfekt
P Effektflode fran omrade i till j

Tabell 4.1: Beskrivning av parametrarna och variablerna for modellen.

, . . . dAPp, P
Om natverken antas ha en konstant belastning sa &r dtLl = 0, sma forand-

ringar i belastningen simuleras med processbrus. Tillstandsvektorerna for tva

natverk ar da
. T
20 = (Afi AP, APa AP

T
2@ = (Afy APuea, AFgy APE)
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Eftersom effektflodet for det andra systemet ir AP = —AP>? kan vi kombi-

tie tie

nera dessa tillstandsvektorer till en tillstandsvektor:

T
2= (Afi APuer, APui Afy APuen, APm APRE) . (429)

tie

Fran ([£.28) fas att di Af; — 0 och AP? — 0 sa Af, — 0. Variablerna som

tie
kan regleras ar referenspunkterna for belastningseffekten pa bada nétverken och

T
da ar insignalen u = <A Prer, A Pref2> . Belastningsforiandringar simuleras som

T
processbrus v = (APL1 A PL2> . Systemet, kan nu skrivas pa tillstandsformen
x(t) = Ax(t) + Bu(t) + Hv(t),

dér systemmatriserna fas ur (4.25)—(4.28)) som

1 Kpi Kpi
“Tm Tm 0 0 0 -7
1 1
0 i 0 0 0 0
1 1
" (Tg1R1) 0 T Tar 0 0 0 0
_ 1 K K
A= 0 T L -
0 0 0 0 — 7 T%Q 0
1 1
0 0 0 (Ta2R2) T Ta2
21T} 0 0 —21Ths O 0 0

T
B_ (00 YTer 00 0 0
00 0 00 1/Te 0)

T
o [ER/Te 00 0 000
0 0 0 —Kpy/Tpy 0 0 0)

Da processbruset modelleras med en Wienerprocess beskrivs systemet av en sto-

kastisk differentialekvation
dx(t) = Ax(t)dt + Bu(t)dt + HdV;. (4.30)
Systemet samplas med perioden 7" och da fas det diskretiserade systemet
Ty = Ay + Bouy + vy,

dér matriserna ges enligt sats [3.23] av

T
A, =e4T, B, = (/ eASds) B
0
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Parameter Natverk 1 Néatverk 2

Tp; 20 s 20 s
Kp; 120 Hz/MW 120 Hz/ MW
Tr; 0.3s 0.3s
Tei 0.08 s 0.08 s
R; 2.4 Hz/MW 24 Hz/MW

Tabell 4.2: Anvinda virden pa parametrar for simuleringen

och kovariansmatrisen for det diskreta processbruset ges av (3.41)
T
P, = / eA"H Py (e H) dr,
0

diar Py ar inkrementella kovariansmatrisen for Wienerprocessen V; i (4.30)).
For simuleringen antar vi att Py = 107°1, kopplingslinans tidskonstant dr
T o = 0.545 och Ovriga anvinda varden pa parametrarna for simuleringen hittas
i tabell 4.2] Matriserna A,, B; och P, beriknas numeriskt med MATLAB.
De métbara variablerna ar frekvensen A f; fran det forsta nétverket och ef-

fektflodet APS” mellan nitverken, si att utsignalen r

1000 00O
yk:ka—i—wk, C: .
0O 00O0O0OO0T1

Miétbruset w, antas vara vitt brus, med vanteviardet 0 och kovariansmatrisen
10721, oberoende av processbruset. Kostnadsmatriserna viljs enligt R = I och
Q = 5C"'C, detta si att kostnaden dr endast pa de uppmiitta tillstanden och
ar storre an kostnaden pa regleringen av systemet.

Vi antar att systemet har korts en tid och dr i ett stationért tillstand. Detta
motiverar att starttillstandets vintevirde ar my = 0 och stationéra tillstandets
kovariansmatris kan berdknas med hjilp av sats|3.17| genom att 16sa den algebra-
iska Riccatiekvationen (3.34)). Losningen hittas med MATLAB-funktionen ‘idare’
och denna kovariansmatris anvinds som P, for simuleringen.

Vi kan nu tillimpa Sats for att reglera systemet optimalt. MATLAB-koden
for denna simulering hittas i bilaga[C.2} Varje simulering gors med en belastnings-
okning pa nédtverk 2 vid t = 1 s. Pa figurerna ses métningen av frekvensen pa
nitverk 1 uppe till vinster, méitningen av belastningen pa kopplingslinan uppe

till héger och de nedre graferna &dr insignalen till respektive nétverk.
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Kapitel 5
Sammanfattande diskussion

Arbetet betraktade det linjarkvadratiska gaussiska reglerproblemet och estime-
ringsproblemet for stokastiska system. Kalmanfiltret som ger den bésta skattning-
en av tillstandsvektorn med avseende pa det kvadratiska medelfelet delades upp
i Kalmanprediktorn och Kalmankorrektorn. En uppdelning av Kalmanfiltret ar
inte vanligt i litteraturen och darfér bestod mycket av arbetet att rigordst bevisa
att prediktorn och korrektorn ger optimala skattningar av tillstandsvektorn gi-
vet den tillgingliga informationen om systemet. Speciellt var det nédvandigt att
hitta ett sitt att fa fram det betingade vintevirdet och kovariansen for gaussis-
ka vektorer utan att anvinda tdthetsfunktionen eller fordelningsfunktionen fér
normalférdelningen vilket man ofta anvinder som definitioner for normalfordel-
ningen. Detta eftersom tillstandsvektorns kovariansmatris kan i vissa fall vara
singular, vilket den inte far vara i tathetsfunktionen.

Behovet av uppdelningen av Kalmanfiltret kommer fram da métsignalen inte
ar tillgdnglig vid varje tidpunkt men en optimal skattning av tillstandet behdvs
for regleringen. For att tillimpa den hédrledda teorin och pa nagot satt fa fram
data att optimal reglering fungerar med prediktorn och korrektorn beslots att
anvinda MATLAB for att simulera reglering av tva kopplade elndtverk. Differen-
tialekvationerna och parametervirdena som beskriver kopplade elnédtverk fram-
kom ur artiklarna som anvindes. Aven om MATLAB har firdiga funktioner for
att sampla systemet och berdkna Kalmanforstarkningen for att reglera systemet
sa anvindes dessa inte eftersom de nédvandigtvis inte dr exakt samma som pre-
senterats i denna avhandling. Istéllet finns dessa funktioner i programmet som

hittas i bilagan.
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Malet med att reglera de kopplade elnédtverken ar att halla frekvensen for elné-
tet stabilt. Simuleringarna gjordes sa att det ena elnftverket utsétts for en stor
belastningstkning och olika samplingstider och métintervall undersoktes. Som
det framkommer ur figurerna och [4.3] sa fungerar Kalmanprediktorn ut-
mérkt da samplingstiden och darmed reglerintervallet dr mycket kortare jamfort
med hur ofta en méatning ar tillgédnglig. Det lonar sig alltsa att anvinda Kalman-
prediktorn for att optimalt reglera systemet och att ha en kort samplingstid dven
om nya métningnar ar séllan tillgéngliga.

Det dr virt att podngtera att under projektets gang framkom det ocksa att
om systemet dr sadant att man Onskar halla det i ett stationért tillstand och
vissa villkor for systemmatriserna samt kovariansmatriserna for starttillstandet
uppfylls sa ar det stationdra Kalmanfiltret ett utmérkt verktyg for att berdkna
kovariansmatrisen for systemet.

Det kan konstateras att samplingen av ett tidskontinuerligt stokastiskt system
gicks inte igenom grundligt och endast ekvationen for tillstandsvektorn sampla-
des. Skulle métsignalen och métbruset ocksa férst modelleras som en stokastisk
differentialekvation ger samplingen upphov till att processbruset och métbruset
inte nodvindigtvis dr oberoende av varandra efter samplingen. I detta fall behovs
ocksa teorin och formlerna for estimeringen och optimala regleringen uppdateras
dér istéllet for att ha tva olika oberoende processer for storningen i form av pro-
cessbruset och méatbruset anvinds endast en stérningsprocess. Detta gors delvis
i [HRSO7] men dir dr Kalmanfiltret inte uppdelat. Det kunde ocksa vara intres-
sant att undersoka hur teorin kunde utvecklas da méitsignalen ger information

om olika tillstandsvariabler vid olika tidpunkter.
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Bilaga A

Matristeori

A.1 Matrisalgebra

Lat A vara en m X n matris med reella element a;;, i =1,...,m; j =1,...,n.
air - Qin
A= ,
Qm 1 Amn
huvuddiagonalen fér matrisen A ges av elementen ai,ass,...,a,q, dir ¢ =
min(m, n).

Transponatet av matrisen A betecknas med A" och 4r en n X m matris med
elementen a;;.
11 - Ami
AT =
Aip = Gmnp

For de reella matriserna A och B géller att
(AB)" =BTA".

En kvadratisk matris &r en matris for vilken m = n, det vill sdga den har lika
méanga rader som kolonner. En kvadratisk matris ir symmetrisk om AT = A. En
diagonalmatris ar en kvadratisk matris for vilken géller att alla element utanfor
huvuddiagonalen &r nollor. Identitetsmatrisen I dr en diagonalmatris, dar alla

element pa huvuddiagonalen dr ettor. En matris A ir ortogonal om AT A = I.
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Rangen av en m X n matris A anger hur manga linjirt oberoende rader eller

kolonner matrisen har. Det géller alltid att
rang A < min(m,n)

och om rang A = min(m,n) sa ségs matrisen ha full rang. Om rang A = m sa
ar matrisen surjektiv och om rang A = n sa dr matrisen injektiv.

En n x n matris A #r inverterbar om det finns en n x n matris A~!, sadan
att A7'A =T och AA™! = I, det vill siga A~! ir bade en wvinsterinvers och
en hdogerinvers till matrisen A. Inversen A~! #r entydig d& den existerar. For

inverterbara matriser A och B géller att
(ANt =AY och (AB)'=B1'A

Lemma A.1. Lait S € R™" och T € R™™ wara godtyckliga matriser. Dd dr
ST + I wnverterbar om och endast om T'S + I dr inverterbar och det gdller att

(ST +I)'=1-8(TS+1)'T.

Bevis. Anta att ST + I &r inverterbar och sitt U = I — T(ST + I)~'S. Da
giller att

(TS +I)U=(TS+I)(I-T(ST+1)"'S)
=TS -TST(ST+I1)'S+I-T(ST+1)'S
=TS+I-T(ST+I)(ST+1)'S
=1

och

UTS+1I)=I-T(ST+I)'S)(TS+1I)
=TS+I-T(ST+I)'STS-T(ST+1)"'S
=TS+I-T(ST+1)(ST+1)S
=1

Saledes &r U inversen av T'S + I. Analogt fas att da T'S + I &ar inverterbar sa
ar ST + I inverterbar och inversen ges av I — S(T'S +1)7'T. O
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Spdret av en m x n matris A, vilket betecknas tr(A), &r summan av huvud-
diagonalelementen

tr(A) = a1+ ...+ aqq,
diir ¢ = min(m, n). Det &r klart att tr(A") = tr(A) och tr(A + B) = tr(A) +
tr(B). Dessutom géller att

tr(AB) = tr(BA), (A1)

ifall multiplikationerna AB och B A é&r definierade.

Lat A vara symmetrisk och = (zy, o,...,2,)" da ir funktionen
Qx) =x' Az

en kvadratisk form. Matrisen A sigs vara positivt semidefinit, vilket betecknas
A > 0, om den dr symmetrisk och det géller att kvadratiska formen &r icke-

negativ for varje vektor x, det vill siga
T
x Ax >0, V.

Om det dven giller att
xTAx >0, Vx#0

sa sidgs A vara positivt definit, vilket betecknas A > 0.

Sats A.2. En positivt semidefinit matris A dr positivt definit om och endast om

A dr inverterbar.
Se [HJ12, Korollarium 7.1.7, s. 431] for bevis.

Lemma A.3. Lat P vara en positivt semidefinit n x n matris och lat T vara en

n x m matris. Da dr T PT positivt semidefinit.
Bevis. Lat @ € R™ och y = T'x. Da géller att
'T"PTx =y Py > 0.
O

Lemma A.4. Lit A vara en positivt (semi)definit matris. Dd finns en en-
tydig positivt (semi)definit kvadratrot av A, vilket betecknas A2, sddan att
A2 A2 = A,

Lemmat ar ett specialfall av [HJ12, Sats 7.2.6, s. 439).
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A.2 Matrisexponentialfunktionen

Matrisexponentialfunktionen ar en funktion for kvadratiska matriser och defi-
nieras med hjalp av Taylorutvecklingen for den skaldra exponentialfunktionen

enligt
=tk Ak >
el = O =I+tA+5A+..., (A.2)
k=0

dar A &r en godtycklig kvadratisk matris. Definitionen ar meningsfull om matris-
serien (A.2]) konvergerar. Detta visas med hjilp av matrisnormen, som definieras
enligt
|Ax|
Al = sup

w40 |x|

Lemma A.5. Féljande egenskaper gdller for matrisnormen:

1. |Az| < [|A]l - |z],
2. |aj| <||A|  for alla matriselement ajy,
n 1/2
3. [|A]l < (Z |ajk|2> ,
jk=1
4 l[A+ B <[lA] +[|B],
5. [|AB| < ||A[l - [|B],
6. [tAll = [tl[|All (teC).

For bevis se [AB89, Lemma 2.2, s. 90].

Fran egenskaperna 5. och 6. fas nu att

dér hogra ledet dr en term i en konvergent serie. Det foljer att
oo
k=0

vilket visar att matrisserien (A.2)) ir konvergent.

tk

k!

th AF
k!

A",

tkAk
k!

< 00,

70



BILAGA A. MATRISTEORI Tuomas Virtanen

Sats A.6. Féljande egenskaper giller for matrisexponentialfunktionen:
1. eATB =4 . B om AB = BA,
2. (eA) =4,
3. deAl = AeAt = eMA, teR.

For bevis se [AB89, Sats 2.2, s. 93], likheten AeA! = eA* A i egenskap 3. foljer
fran definitionen (A.2]).
Som foljd av egenskap 1. och definitionen (A.2)) fas, da B = — A, att

det vill siiga e och e™4 ir varandras inverser.
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Bilaga B
Sannolikhetsteori

Som kélla till det hér kapitlet har i huvudsak [JP03|, [Ros10] och [DV85] anvéints.

B.1 Grundliggande sannolikhetslara

Lat €2 vara en icke-tom méngd med elementen w. Mangden €2 kallas utfallsrummet

Definition B.1. En familj A av delméngder av €2 ségs vara en o-algebra Gver

méngden €2 om det géller att

1. Qe A,
2. Aec A — Ac A

3. Al,AQ,...EA - UAZGA

=1

Elementen A; i o-algebran A kallas hdndelser.

Definition B.2. En avbildning P : A — [0, 1] séigs vara ett sannolikhetsmatt pa
o-algebran A om det géller att

1. P(Q) =1
2. P(UAZ) :ZP(Ai),déAl,AQ, ...€ Aoch AZHA]:(D,Z#]
i=1 i=1

Sannolikhetsmattet ger sannolikheten for varje hiandelse A; € A.

Definition B.3. Ett sannolikhetsrum ges av trippeln (92, A, P), dir Q &r en icke-
tom méngd, A &r o-algebran av delméngder av €2 och P &r sannolikhetsmattet

pa A.
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Definition B.4. Lat (2, A, P) vara ett sannolikhetsrum. En avbildning
X: Q=R
sigs vara en stokastisk variabel om for varje x € R géller att
{weQ: X(w)<z}ed
och da sigs X vara en mdtbar funktion med avseende pa o-algebran A.
Lat X : Q2 — R vara en stokastiskt variabel. Da ar
o(X) = {X7(4) | A€ A}

en o-algebra och kallas o-algebran som genereras av X. Det dr den minsta o-

algebran som X &r méitbar med avseende pa.

B.1.1 Vantevarde och varians

Definition B.5. Lat (92, 4,P) vara ett sannolikhetsrum och X en stokastisk

variabel. Vintevirdet av X ges av
E(X):= / XdP.
Q
For att vantevirdet ska existera krivs att
E(|X]) :/ X[ dP < 00
Q

och da sdgs X vara integrerbar.

Variansen for X ges av
Var(X) := /Q(X —E(X))%dP.
Notera att
Var(X) =E ((X — E(X))*) = E(X?) — E(X)? (B.1)
och om X? #r integrerbar, det vill siga E(X?) < oo, sa dr Var(X) vildefinierat.

Vintevirdet dr en linjar avbildning, det vill sdga for stokastiska variablerna
X och Y och ett tal g € R géller att

E(BX) = BE(X) och E(X+Y)=EX)+E(Y).

Om X och Y &r integrerbara stokastiska variabler, sadana att X <Y sa giller
att
E(X) <E(Y).
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B.1.2 Fordelningsfunktion

Definition B.6. Lat (€2, A, [P) vara ett sannolikhetsrum och 1at X : Q — R vara
en stokastisk variabel. Fiordelningsfunktionen for X &r funktionen Fx : R — [0, 1]

och bestdms av
Fx(z) :=P(X <z) for varje x € R.
Om Xi,..., X, : Q — R ar stokastiska variabler ges deras simultana fordelnings-

funktion av Fx, . x, : R" —[0,1] genom

.....

Fx,. . x,(x1,...,2,) =P(Xy <mq,..., X, <ux,) forvarjex; e Ri=1,... n.

Definition B.7. Lat X : 2 — R vara en stokastisk variabel och lat F'x vara for-
delningsfunktionen for X. Om det existerar en icke-negativ, integrerbar funktion
fx : R —= R, sadan att

Fx(z) :/ fx(u)du,
sa sigs fx vara tdtheten for X.

Lemma B.8. Lit X : Q0 — R wara en integrerbar stokastisk variabel med tdt-
hetsfunktionen fx. Lit g : R — R och Y = g(X). Dd gdller att

BY) = | s/
Speciellt fas att

E(X) = /R wfc(u)du och  Var(X) = /R (1 — B(X))2 fx (u)du.

Normalférdelningen

Den stokastiska variabeln X : Q — R ar normalfirdelad eller gaussisk med
parametrarna p € R och o > 0, vilket betecknas med X ~ N(u,0?), om den har
tiatheten

Ix(z) = U\}%e;(zv”f r €R.

Om det dessutom tillats att o = 0 sdgs X vara singuldrt normalférdelad och da
har X ingen téthet.
Det giller att vintevirdet och variansen for en normalférdelad stokastisk
variabel ges av
E(X) = u, Var(X) = o2,
vilket kan verifieras med hjilp av lemma [B.8| Dessa parametrar bestimmer en-

tydigt fordelningen for en normalfordelad stokastisk variabel.
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B.1.3 Oberoende stokastiska variabler

Lat (92, A, P) vara ett sannolikhetsrum och A, B € A &r héndelser med P(B) > 0.

Den betingade sannolikheten for hindelsen A givet héndelsen B ges av

P(AN B)

P(A| B) := P(B)

(B.2)

Man kan visa att P(A | B) &r ett sannolikhetsmatt.

Definition B.9. Héandelserna A och B ségs vara oberoende om
P(ANB) =P(A)P(B).

Om A och B ar oberoende handelser fas att

P(A|B) = P(]?(;)B ) M’;)(gB ) _ P(A).

Definition B.10. Lat (2, A, P) vara ett sannolikhetsrum.

1. Lat (A;)ier € A vara g-algebror. Da sigs A; vara oberoende o-algebror om

for varje dndlig indexméngd J C I och varje hindelse A; € A; géller att
icJ ieJ

2. Stokastiska variabler (X;);cr ségs vara oberoende stokastiska variabler om

o(X;) ar oberoende o-algebror.

Sats B.11. Ldt f, g vara integrerbara funktioner och X,Y stokastiska variabler.
Da gdller att f(X) och g(Y) dr oberoende och

E (f(X)g(Y)) = E(f(X))E(g(Y)). (B.3)

Definition B.12. Kovariansen mellan tva stokastiska variabler X och Y med

andliga varianser definieras enligt
Cov(X,Y):=E ((X —E(X))(Y — IE(Y))) =EXY)-EX)EY). (B4)

Om Cov(X,Y) = 0 sa sdgs X och Y vara okorrelerade.

Da X och Y &dr oberoende sa giller enligt (B.3) att E(XY) = E(X)E(Y) och
saledes ar oberoende stokastiska variabler ocksa okorrelerade, men omviandningen

géller vanligtvis inte.
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B.1.4 Betingat vantevarde

Definition B.13. Lat (2, A, P) vara ett sannolikhetsrum och lat X och Y vara
stokastiska variabler pa €. Det betingade vantevirdet av X givet Y &r en o(Y)-

maéatbar stokastisk variabel, betecknad
E(X [Y),

sadan att
/XdIP’ = / E(X |Y)dP for varje A € o(Y).
A A

Definition B.14. Lat (2, A, P) vara ett sannolikhetsrum och X en integrerbar
stokastisk variabel pa Q. Lat V C A vara en o-algebra. Det betingade vintevirdet

E(X | V)
ar en V-matbar stokastisk variabel pa €2, for vilken det giller att
/Xd]P’ = / E(X | V)dP for varje A e V.
A A
Fran definitionerna ser man att
E(X|Y)=EX |o)).

Nedan foljer viktiga resultat fér det betingade vinteviardet. Foér bevis av resul-
taten, se [JP03, Kapitel 23, s. 197-207].

Sats B.15. Ldt (2, A, P) vara ett sannolikhetsrum. Lat X och Y wvara integrer-
bara stokastiska variabler pa 2 och V C A dr en o-algebra. Féljande pastaenden

galler
1. Avbildningen X — E(X | Y) dr linjar.
2. Det finns en funktion f, sidan att E(X |Y) = f(Y).
3. E(E(X |Y)) =E(X).
4. E(X |Y)=E(X) om X ochY dr oberoende.
5. E(XY | V)=XEY | V) om XY dr integrerbar och X dr V-mdtbar.

6. For konstanter a,b € R gdller att E(aX+bY | V) = aE(X | V)+bE(Y | V).
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7. Olikheten X <Y implicerar att E(X | V) <E(Y | V).
Betingade variansen for X givet Y definieras enligt
Var(X | V) :=E (X —E(X | Y))*|Y)

och betingade kovariansen mellan tva stokastiska variabler X och Y givet sto-

kastiska variabeln Z definieras enligt

Cov(X,Y | Z):=E (X —E(X | 2))(Y —E(Y | 2)) | Z).

B.2 Flerdimensionella stokastiska variabler

Lat Xi, ..., X, vara stokastiska variabler pa sannolikhetsrummet (2, A, P). Da
kallas kolonnvektorn © := (X1, ..., X,,)" en n-dimensionell stokastisk vektor eller

en n-dimensionell stokastisk variabel.

Vinteviirdet av en stokastisk vektor x = (X1,..., X,,)T ges av
T T
E(z) = / 2dP = ([, X,dP ... [,X.dP) = (E(X) .. E(X,) .
Q
(B.5)
Pa samma sétt definieras en stokastisk matris genom
Xl,l . le‘
M = :
Xmi1 oo Xom
och vintevirdet av en stokastisk matris ges av
E(Xi1) ... E(Xi,)
E(M) := : : . (B.6)
E(Xm1) .. E(Xmn)

Lineariteten hos véintevirdet giller ocksa for stokastiska vektorer och matriser.

Det giller alltsa for den n-dimensionella stokastiska vektorn x att
E(Axz +b) = AE(x) + b,

dar A ir en konstant m x n matris och b en konstant m-dimensionell vektor.

Det géller ocksa for n-dimensionella stokastiska vektorer @y, xs, ..., Ty att
E(x)i+ a2+ ...+ xx) = E(xy) + E(x2) + ... + E(x)
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Kovariansmatrisen P, = Cov(z) for en stokastisk vektor = (X1,...,X,)"

definieras som

P, :=E ((z—E(z))(z —E(x))") (B.7)
och enligt definitionerna (B.1)), och fas att
(X1 —E(X1)) o (X = E(X))(X, — E(XG))
P,=K : - :
(Xn — E(Xp)(X1 —E(Xy)) ... (X0 — E(X,))?
Var(X;) ... Cov(Xy,X,)
Cov(Xp, X1) ... Var(.Xn)

Pa samma sitt definieras kovariansmatrisen P,, = Cov(x,y) mellan tva

stokastiska vektorer & € R" och y € R™ som

P,y =E((x—E(z))(y —E(y))"). (B.8)

Da alla par av variabler (X;,Y]) &r oberoende, det vill siga vektorerna  och y

ar oberoende fas att P, , = 0 och da sigs vektorerna x och y vara okorrelerade,
omvindningen géller vanligtvis inte. Foljande rikneregler, som foljer direkt fran

definitionerna och lineariteten hos vintevirdet, giller for kovariansmatrisen.

Lemma B.16. Lit x € R" och y € R™ vara stokastiska vektorer och lat A och B
vara konstanta matriser, sadana att multiplikationerna nedan dr vildefinierade.

Det galler att
1. P, =PI,
2. Cov(Ax + By) = ACov(xz)AT +£ A Cov(z,y)B”
+ B Cov(y,z)A" + B Cov(y)B".

Definition B.17. Lat (2, A, P) vara ett sannolikhetsrum och lat & och y vara
stokastiska vektorer pa €. Det betingade vintevirdet av & givet y ar en o(y)-

méatbar stokastisk vektor, betecknad

E(z | y),

sadan att
/ xdP = / E(x | y)dP for varje A € o(y).
A A
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Den betingade kovariansmatrisen Py, = Cov(z | y) for en stokastisk vektor x

givet y definieras som

Cov(z | y) :=E ((z —E(z | y))(z —E(z | )" | y). (B.9)
Den betingade kovariansmatrisen mellan x och y givet z ges av

T
Cov(z,y | z):=E ((:c ~E(@|2)(y—E(y|z) | z). (B.10)
Foljande resultat foljer fran resultaten for endimensionella fallet.

Sats B.18. Lat (2, A, P) vara ett sannolikhetsrum. Lat © och y vara integrerbara
stokastiska wvariabler pa Q0 och o(y) C A dr o-algebran som genereras av y.

Foljande pastaenden galler
1. Avbildningen x — E(x | o(y)) dr linjdr.
2. Det finns en funktion f, sidan att E(x | o(y)) = f(y).
3. E(E(z | o(y))) = E(x).
4. Om x dr oberoende av y fas att E(x | o(y)) = E(x).

5. E(xz | o(y)) = xE(z | o(y)) om z och xz dr integrerbara och x dr

o(y)-mdtbar.
6. Om x dr o(y)-mdatbar fas att E(x | 0(y)) =« och Cov(x | o(y)) = 0.

7. Cov(Azx + Bz | 0(y)) = ACov(z | o(y))A* + ACov(z, 2z | o(y))B"*
+ B Cov(z,z | o(y))AT + BCov(z | o(y))B".

Om de stokastiska vektorerna x och y dr av samma dimension n sa betyder

olikheten x < y att X; <Y, for varje i« = 1,...,n och det giller att

E(z) < E(y). (B.11)
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B.2.1 p-dimensionell normalférdelning

Definition B.19. Stokastiska variablerna X, ..., X, sigs vara simultant nor-
malfordelade om det géller for varje f6ljd av reella tal a,...,a, att den stokas-

tiska variabeln )

Z = Z CLiXZ'

i=1
ar normalfordelad. En stokastisk vektor # = (X,..., X,)" sigs vara gaussisk

eller p-dimensionellt normalférdelad om de stokastiska variablerna X, ..., X, ar

simultant normalfordelade.

Denna definition tillater att komponenterna kan vara singulirt normalférde-
lade, i vilket fall vektorn x saknar tathet i RP. Ifall & har en tithet sa kan den
gaussiska vektorn definieras med hjilp av den simultana tiathetsfunktionen.

Det &r uppenbart fran definitionen att komponenterna Xi,..., X, i en
gaussisk vektor dr gaussiska. Omvindningen giller nodvindigtvis inte, det vill
sidga det faktum att tva stokastiska variabler X; och X, &r gaussiska implicerar
inte att vektorn & = (X1, Xo)T dr gaussisk, det ér alltsa viktigt att de dr ocksa
simultant normalférdelade.

Som for den normalfordelade stokastiska variabeln sa bestams fordelningen for
den gaussiska vektorn @ entydigt av vinteviirdet E(x) = p och kovariansmatrisen
Cov(zx) = P,, vilket kan betecknas x ~ N,(u, Py,).

Nedan foljer nagra viktiga resultat for gaussiska vektorer, dér det tredje pa-
staendet ar ett Gverraskande och anvindbart resultat. For bevis, se [JP03, Sats
16.2, s. 129], [JP03| Sats 16.3, s. 130| och |[JP03, Sats 16.4, s. 131].

Sats B.20. Ldt x vara en n-dimensionell gaussisk vektor med vintevirdet p och
lat y vara en m-dimensionell gaussisk vektor oberoende av x. Foljande pastien-

den gdller

1. Det finns oberoende stokastiska variabler Zy,...,Z,, dir Z; ~ N(0,\;),
A >0, for varje 1 < i < n och en ortogonal matris A, sidan att x =
w+ Az, dir z = (Zy,...,2Z,)".

T
2. Vektorn h = (
)

) ar gaussisk 1 R,

3. Tvi komponenter X; och Xy av x = (Xi,...,X,)T dr oberoende om och

endast om de ar okorrelerade.
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Bilaga C

Programkod

C.1 Exempel 3.24

clear; clf;

t = 12; %ssimuleringstid i sekunder

dt = 0.1; %ssamplingsintervall

dy = 0.1; smatintervall for bild 1

n = t/dt; %antalet iterationer av simuleringen

%ssystemmatriser
Al = [0, 0, 1, ©0;0, 0, ©O, 1;0, 0, 0O, ©0;0, 0, 0, 0];

A = expm(Alxdt);
H=1[0, 0,1, 6;0, 0, 6, 1]';
¢=11,0,0, 00, 1, 0, 0];

%sprocessbrusets vantevarde och kovarians
ql = 1; q2 = 1; r = [ql"2, 0;0, g272];
Pv

mv = zeros(size(A,1),1); F = eye(size(Pv,1));
%smatbrusets vantevarde och kovarians
rl = 0.5; r2 = 0.5; Pw = [r172, 0;0, r272];

mw = zeros(size(C,1),1); G = eye(size(Pw,1));

%starttillsténdets vantevarde och kovarians

mO0 = zeros(size(A,1),1); PO = eye(size(A,1));

x0 = mvnrnd(m@,P0,1)"; pl = plot(x0(1),x0(2), 'bx"); hold on
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%allokering av variabler

x = cell(1l,n); y = cell(1l,n);

x_pred = cell(1l,n); x_korr = cell(1,n); x_est = cell(1l,n);
P_pred = cell(1l,n); P_korr = cell(1l,n);

if dy == dt %g6ér matning vid ¢t =0 om matintervall = samplingsintervall

y0 = Cxx0 + G*mvnrnd(mw,Pw,1)"';
[x_est_0, P_est_0] = kf_korrektion(m@,P0,y0,C,G,Pw);
[x_pred{1},P_pred{1}] = kf_prediktion(x_est_0,P_est_0,A,F,Pv);
p3 = plot(y0(1),y0(2),'r.");

else
[x_pred{1},P_pred{1}]
X_est_0 = mo;

kf_prediktion(m@,PO,A,F,Pv);

end

p4 = plot(x_est_0(1),x_est_0(2), 'kx');

for k = 1:n
%iterera tillstandet och berdkna prediktionen
if k ==
x{1} = Axx0 + Fxmvnrnd(mv,Pv,1)"';
else
x{k} = Axx{k—1} + F*mvnrnd(mv,Pv,1)"';

if isempty(x_korr{k—1})
[x_pred{k},P_pred{k}]

else
[x_pred{k},P_pred{k}] = kf_prediktion(x_korr{k—1},P_korr{k—1},A,F,Pv);

end

kf_prediktion(x_pred{k—1},P_pred{k—1},A,F,Pv);

end

%gor matning och berdkna korrektion vid varje matintervall dy
if mod(kxdt,dy) ==
y{k} = Cxx{k} + Gxmvnrnd(mw,Pw,1)"';
[x_korr{k},P_korr{k}] = kf_korrektion(x_pred{k},P_pred{k},y{k},C,G,Pw);

end

if isempty(x_korr{k})
x_est{k} = x_pred{k};
else
x_est{k} = x_korr{k};
end
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if k ==

p2 = plot([x0(1),x{1}(1)],[x0(2),x{1}(2)], 'b—");

p4 = plot([x_est_0(1),x_est{k}(1)],[x_est_0(2),x_est{k}(2)1, 'k-");
else

p2 = plot([x{k—1}(1),x{k} (1)1, [x{k—1}(2),x{k}(2)], 'b—");

p4 = plot([x_est{k—1}(1),x_est{k}(1)], [x_est{k—1}(2),x_est{k}(2)], 'k-");
end

if mod(kxdt,dy) ==
p3 = plot(y{k}(1),y{k}(2),'r.");
end

end

legend([pl; p2; p3; p4],{'Starttillst{\aa}ind', 'Verklig position', 'M{\"a}tning',"
Estimat'}, 'Interpreter', 'latex');
hold off

function [x,P] = kf_prediktion(x,P,A,F,Q)
X = A x X;
P=Ax*xPxA"+Fx*Q=x*F';

end

function [x,P] = kf_korrektion(x,P,y,C,G,R)

K=PxC * (CxPx*xC' +G=x*RxG")N-1);
X=x+Kx*x (y—Cx x);

end

Féljande kod kors efter ovanstaende kod for att berdkna prediktion och korrektion

med langre métintervall men med samma realisering som i ovanstaende kod.

dy = 0.4; smatintervall for bild 2
x_pred = cell(1l,n); x_korr = cell(1,n); x_est = cell(1,n);
P_pred = cell(1l,n); P_korr = cell(1,n);

[x_pred{1},P_pred{1}] = kf_prediktion(m0,P0,A,F,Pv);
x_est_0 = mo;

pl = plot(x0(1),x0(2), 'bx"); hold on
p4 = plot(x_est_0(1),x_est_0(2), 'kx');
for k = 1:n

%berana prediktionen
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end

if k >1
if isempty(x_korr{k—1})
[x_pred{k},P_pred{k}] = kf_prediktion(x_pred{k—1},P_pred{k—1},A,F,Pv);
else
[x_pred{k},P_pred{k}]

end

kf_prediktion(x_korr{k—1},P_korr{k—1},A,F,Pv);

end
%sberakna korrektion vid varje matintervall dy
if mod(kxdt,dy) ==
[x_korr{k},P_korr{k}] = kf_korrektion(x_pred{k},P_pred{k},y{k},C,G,Pw);
end

if isempty(x_korr{k})

x_est{k} = x_pred{k};
else

x_est{k} = x_korr{k};
end
if k ==

p2 = plot([x0(1),x{1}(1)]1,[x0(2),x{1}(2)], 'b—");

p4 = plot([x_est_0(1),x_est{k}(1)],[x_est_0(2),x_est{k}(2)1, 'k-");
else

p2 = plot([x{k—1}(1),x{k} (1) ], [x{k—1}(2),x{k}(2)], 'b—");

p4 = plot([x_est{k—1}(1),x_est{k} (1)1, [x_est{k—1}(2),x_est{k}(2)], 'k—");
end

if mod(kxdt,dy) ==
p3 = plot(y{k}(1),y{k}(2),'r.");
end

legend([pl; p2; p3; p4],{'Starttillst{\aa}ind', 'Verklig position', 'M{\"a}tning',"

Estimat'}, 'Interpreter', 'latex'); hold off

function [x,P] = kf_prediktion(x,P,A,F,Q)

end

X = A x X;
P=AxPxA"+Fx*xQ=xF';

function [x,P] = kf_korrektion(x,P,y,C,G,R)

end

K=P*xC % (C*xPxC +Gx*Rx*xG')™N-1);
X=Xx+K=x (y—Cx* Xx);
P=P—K=xC=xP;
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C.2 Kopplade elnatverk

clear; clf;

t = 100; %ssimuleringstid i sekunder

dy = 1; smatintervall

dt = 1; %ssamplingsintervall

du = dt; %sreglerintervall

n = t/dt;

tpl = 20; tp2 = 20;

kpl = 120; kp2 = 120;

ttl = 0.3; tt2 = 0.3;

tgl = 0.08; tg2 = 0.08;

rl = 2.4; r2 =2.4;

t12 = 0.545;

%ssystemmatriser

Al = [—1/tpl, kpl/tpl, 0, 0, 0, 0,
0, —1/ttl, 1/ttl, 0, 0, 0,

—1/(tgl*rl), 0, —1/tql, 0, 0, 0,
0, 0, 0, —1/tp2, kp2/tp2, 0,
0, 0, 0, 0, —1/tt2, 1/tt2,
0, 0, 0, —1/(tg2*r2), 0, —1/tg2,

2+pixtl2, 0, 0, —2*+pixtl2, 0, 0,
B1 = [0, 0, 1/tgl, O, O, 0, 0;
0, 0, 0, 6, 0, 1/tg2, 0]"';
H1 = [kpl/tpl, 0O, O, 0, 0, 0, 0;

0, 0, 0, —kp2/tp2, 0, 0, 0]';

c=1[1, 90, 0, 0, 0, 0, 0O;
e, 6, 6, 6, 0, 0, 11;

%Wienerprocessens inkrementella kovarians
Ph = 1005 * eye(size(H1,2));

%sampla systemet

A = expm(Alxdt);
B = integral(@(s)expm(Alxs),0,dt, 'ArrayValued', true)*B1l;
H = integral(@(s)expm(Alxs),0,dt, 'ArrayValued', true)*H1;
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%sprocessbrusets vantevarde och kovarians

Pv = integral(@(s)expm(Alx*s)*xH1xPh*H1'*(expm(Alxs)'),0,dt, 'ArrayValued',true);

mv = zeros(size(Pv,1),1);

F = eye(size(Pv,1));

smatbrusets vantevarde och kovarians
Pw = 1005 * eye(size(C,1));
mw = zeros(size(C,1),1);

G = eye(size(Pw,1));

%sstarttillstandets vantevarde och kovarians

mO = zeros(size(A,1),1);
PO = idare(A',C',FxPvx(F'),Pw);
X0 = mo;

%kostnadsmatriser
Q = 5%(C")=*C;
R

SN = zeros(size(Q));

eye(size(B,2));

%L6s Riccatiekvationen och berdkna aterkopplingsmatriserna for
forvag

[LO, L, SO, S] = aterkoppling(A,B,SN,Q,R,n);

%allokering av variabler

x = cell(1l,n); y = cell(1l,n); u = cell(1l,n);
x_pred = cell(1l,n); x_korr = cell(1l,n);

P_pred = cell(1l,n); P_korr = cell(1,n);

v = cell(1,n); w = cell(l,n);

%slumpa process- och matbruset
v = mvnrnd(mv,Pv,1)"';
w0 = mvnrnd(mw,Pw,1)"';
for k = 1:n
v{k} = mvnrnd(mv,Pv,1)"';
w{k} = mvnrnd(mw,Pw,1)";

end
%bestam styrsignalen vid tid £ =0 och berdkna prediktionen

if dy == dt %om matning gors vid tid O berakna korrektionen

yo0 = Cxx0 + wO;
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else

end

for

[x_korr_0,P_korr_0] = kf_korrektion(m@,P0,y0,C,G,Pw);
ud = —LO*x_korr_0;
[x_pred{1},P_pred{1}] = kf_prediktion(x_korr_0,P_korr_0,A,B,u0,F,Pv);

X_pred_0 = mo;
ud = —LOxx_pred_0;

[x_pred{1},P_pred{1}] kf_prediktion(x_pred_0,P0,A,B,u0,F,Pv);

k = 1:n

%iterera tillstandet och berdkna prediktionen

if k ==
% H x[0;1] simulerar en 0.1% G6kning pd natverk 2
x{1} = Axx0 +Bxu@ + Hx[0; 1] + FxvO;

else
x{k} = Axx{k—1} + Bxu{k—1} + Fxv{k—1};

if isempty(x_korr{k—1})
[x_pred{k},P_pred{k}] = kf_prediktion(x_pred{k—1},P_pred{k—1},A,B,u{

k—1},F,Pv);
else
[x_pred{k},P_pred{k}] = kf_prediktion(x_korr{k—1},P_korr{k—1},A,B,u{
k—1},F,Pv);
end

end
%gor matning och berdkna korrektion vid varje matintervall dy
if mod(kxdt,dy) == 0
y{k} = Cxx{k} + G*w{k};
[x_korr{k},P_korr{k}] = kf_korrektion(x_pred{k},P_pred{k},y{k},C,G,Pw);
end
%berakna styrsignalen
if mod(kxdt,du) ==
if isempty(x_korr{k})

u{k} = —L{k}*x_pred{k};
else
u{k} = —L{k}*x_korr{k};
end
else
if k ==
u{l} = u0;
else
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u{k} = u{k—1};
end
end

end

%plotta matningarna och styrsignalerna
for k = 1:n

if k ==
if exist('y0','var')
sl = subplot(2,2,1); plot(0,y0(1),'r."); hold on;
s2 = subplot(2,2,2); plot(0,y0(2),'r."); hold on;
else
sl = subplot(2,2,1); hold on;
s2 = subplot(2,2,2); hold on;
end

s3 = subplot(2,2,3); plot([(k—1)*dt,kxdt],[u®(1),ud0(1)], 'b—"); hold on

s4

else

if ~isempty(y{k})

sl = subplot(2,2,1); plot((k—1)*dt,y{k}(1),'r.");
s2 = subplot(2,2,2); plot((k—1)xdt,y{k}(2),'r.");

subplot(2,2,4); plot([(k—1)xdt,k+dt],[u0(2),u0(2)],"'b—"); hold on

end
s3 = subplot(2,2,3); plot([(k—1)xdt,kxdt], [u{k—1}(1),u{k—1}(1)1, 'b-");
s4 = subplot(2,2,4); plot([(k—1)xdt,k«dt], [u{k—1}(2),u{k—1}(2)1,'b—");
end
if k ==n

subplot(2,2,1); plot([0,t],[0,0], 'k:");
subplot(2,2,2); plot([0,t],[0,0], k:');
subplot(2,2,3); plot([0,t],[0,0], k:");
subplot(2,2,4); plot([0,t],[0,0], 'k:");

end

hold
hold
hold
hold

off
off
off
off

end

xlabel(sl, 'tid (s)'); ylabel(sl, '\Delta w_1");
xlabel(s2, 'tid (s)'); ylabel(s2, '\Delta P_{tie}');
xlabel(s3, 'tid (s)'); ylabel(s3, '\Delta P_{refl}');
xlabel(s4, 'tid (s)'); ylabel(s4, '\Delta P_{ref2}');
h = zoom; h.Motion = 'vertical'; h.Enable = 'on';

function [x,P] = kf_prediktion(x,P,A,B,u,F,Pv)
%Prediktionen av tillstdndet

X =A% X+ B x u;
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%Prediktionens kovarians
P=Ax*xPx*xA"+FxPv *x F';

end

function [x,P] = kf_korrektion(x,P,y,C,G,Pw)
%sKalmanfoérstarkningen
K=PxC" % (C*xPxC" +Gx* Pwx G")"-1);
%Korrektionen av tillstdndet
Xx=x+Kx*x (y—Cx* Xx);
%sKorrektionens kovarians
P=P—-K=xC=xP;

end

function [LO, L, S0, S] = aterkoppling(A,B,SN,Q,R,n)

L = cell(n,1);

S = cell(n,1);

L{n} = (B'*SN*B + R)"™(—1)*B'*SNx*A;

S{n} = A'«SN*xA + Q — A'xSN*Bx(B'«xSN*B + R)™(—1)*B"'*SNxA;

for i = 1:n-1
L{n—1i} = (B'*S{n—i+1}*B + R)™(—1)*B'*S{n—i+1}*A;
S{n—i} = A'xS{n—i+1}*A + Q...
— A'*«S{n—1i+1}*Bx(B'*S{n—i+1}*B + R)™(—1)*B'*xS{n—i+1}x*A;

end
LO = (B'xS{1}*B + R)™(—1)*B'*xS{1}x*A;
SO = A'xS{1}*A + Q — A'*xS{1}*Bx(B'*xS{1}*B + R)™~(—1)*B'xS{1}xA;

end
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